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Geometrische Untersuchungen über Nomogramme 
für elliptische Integrale erster Gattung und 
Jacobische elliptische Funktionen 1. 


Von F. REUTTER 


Die vor kurzem in dieser Zeitschrift entwickelte Theorie der nomographischen Darstellbarkeit von 
Funktionensystemen [1]!) wird auf Funktionen eines komplexen Arguments angewandt. Insbesondere 
werden Nomogramme zur Ermittlung der Funktionswerte elliptischer Funktionen und Integrale entwickelt. 
Ihre geometrische Struktur und ihre zweckmäßige Formgebung werden eingehend untersucht. ’ 


The theory of nomographic representation of function systems, recently developed in this periodical 
[1P), is applied to functions of complex argument. In particular, nomograms are given for the evaluation of 
elliptic functions and integrals. Their geometrical structure and most suitable form are studied in detail. 


PasBuTas HeNaBHO B HACTOAMEM 3KYPHale Teopusa IpencTaBJieHun cucTeM hyHRUMÜ Ipu 
IOMOIIH HOMOTPaMM [1]!) TPHMeHHeTcH K PYHKUHAM KOMILIEKCHOTO AapTyMeHTa. B YacTHocTu 
YCTaHaBJIuUBAITCH HOMOTPAMMEI AJIA OTBICKAHHA 3HAYeHHÄ IIIIHIITUYECKUX PYHRUHÜ HU 3JLIHL- 
THYeCKHX HHTETPanoB. 1lonpo6H0O PaccMaTpUBamwmTcH UX TEeOMETPHYeCcKOE CTPOEHHE U BONPOC 
HamOoJIee MeJrecoÖpa3HoTO UX BHMR. 


Einleitung 


Bei vielen technischen Problemen treten elliptische Funktionen auf. So spielen sie z. B. 
eine wesentliche Rolle bei der Berechnung elektrischer Filter sowie bei einer Reihe von zweidi- 
mensionalen Problemen der Elastizitätstheorie und der Elektrotechnik, die mit Hilfe der konfor- 
men Abbildung eines polygonalen Bereichs auf die Halbebene oder den Einheitskreis behandelt 
werden können. Nun liegen zwar Tafeln der Jacogıschen elliptischen Funktionen eines reellen 
Arguments für den Modulbereich 0 < &®< 12), °), *) sowie der elliptischen Normalintegrale 1. und 
2. Gattung?) vor. Die Ermittlung der benötigten zahlreichen Funktionswerte von JAcoBıschen 
elliptischen Funktionen eines komplexen Arguments erfordert aber auch bei Verwendung dieser 
Tafeln einen sehr erheblichen numerischen Rechenaufwand. Indessen sind die Genauigkeits- 
ansprüche an die Rechnung oft gar nicht so sehr groß. Daher liegt der Gedanke nahe, die Funk- 
tionswerte mit Hilfe von Nomogrammen zu bestimmen. Da der (einmalige) Aufwand zur Be- 
rechnung der Nomogramme beim Einsatz elektronischer Rechenautomaten keine Rolle mehr 
spielt, können von ein und derselben Funktion zahlreiche durch projektive Transformationen 
ineinander überführbare Nomogramme hergestellt werden, von denen jedes in einem anderen 
Bereich der Veränderlichen besonders genaue Ablesungen erlaubt. Hierdurch wie auch durch den 
Einsatz moderner Mittel der Zeichen- und der Reproduktionstechnik läßt sich eine erhebliche 
Genauigkeitssteigerung für das Arbeiten mit Nomogrammen erreichen. 


Nomogramme für einzelne komplexe Funktionen, im wesentlichen für elementare Trans- 
zendenten, sind schon vor längerer Zeit entwickelt worden [2], [3], [4]. Vor kurzem wurde hier 
eine systematische Theorie der nomographischen Darstellbarkeit von Funktionen eines komplexen 
Arguments veröffentlicht [1]. Hierauf aufbauend soll im folgenden die Entwicklung von solchen 
Nomogrammen behandelt werden, die geeignet sind, die Funktionswerte der Jacogıschen ellip- 
tischen Funktionen eines komplexen Arguments zu bestimmen. Die geometrischen Eigenschaften 
dieser Nomogramme werden eingehend untersucht. Dabei ergeben sich im ersten Teil dieser 
Arbeit u. a. manche Resultate, die sich auch in [5] finden. 


1) Die in [ ] gesetzten Zahlen beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit. 

2) L. M. MıLn£E-Tnomson, Jacobian Elliptic Function Tables (fünfstellig), New York 1950. 

3) SPENCELEY, Smithonian elliptic function tables (zwölfstellig), Washington 1947. 

4) M. ScHULER, H. GeBeLeIn, Tabellen zu den elliptischen Funktionen, dargestellt mittels des Jaco- 
bischen Parameters, Berlin, Göttingen, Heidelberg 1955, kleine Ausgabe (fünfstellig), große Ausgabe (acht- 
en A. M. Lecenoee, Tafeln der ellipt. Normalintegrale, herausgegeben von Frırz EmDE, Stuttgart 
1931, 
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1. Allgemeines über nomographisch darstellbare elliptische Funktionen Br 
einer komplexen Veränderlichen LIT RUE 
Gegeben sei eine analytische Funktion w = w() mitz=2 +iy, w= u(z, y) +1 Rd) 

Ihre Umkehrfünktion seiz = z(w) — x(u, v) + iy(u, v). Alle und nur solche Funktionen w = w(z) E 
bzw. z—= z(w), die durch ein Fluchtliniennomogramm darstellbar sind, genügen nach 1] ainEe 


Differentialgleichung 
z wa Fam u ee ..(bU) 


bzw. Ba 
z’2 =: a, z'6 -- (lg z’# — Ag 2’? En dy a ee ie ee Le Be (1,2) r 


mit konstanten reellen Koeffizienten a;. Die Skalen für u und v einerseits und die für x und y E 
andererseits haben je eine Kurve zweiter Ordnung zum gemeinsamen Skalenträger. Ist = 0, R 
so zerfällt der erste Kegelschnitt in zwei Gerade, ist a, = 0, so zerfällt der zweite Kegelschnitt in 
zwei Gerade. Je vier durch die Beziehungen 


w=u-tip, Dur, 0% v = v(r, y) 


verknüpfte Werte x, y, u, v liegen auf einer Ablesegeraden. = 

Man erhält die Gesamtheit aller durch ein solches Fluchtliniennomogramm darstellbaren 
Funktionen, indem man (1,1) oder (1,2) für alle Kombinationen von Werten der Konstanten 
a(i=1,...,4) integriert. Zu vorgegebenen Werten a; gehört genau eine Differentialgleichung 
aus der Differentialgleichungsmannigfaltigkeit (1,1) bzw. (1,2). Gibt man noch Anfangsbedin- 
gungen w(2) = Wy, W/(Z) = w, vor, so ist eine Lösung dieser Differentialgleichung mit festen 
Werten der Integrationskonstanten C,, C, bestimmt. Die vollständige Integration von (1,1) bzw. 
(1,2) wurde in [1] durchgeführt. Zu den Funktionen, die sich mit a, = 0 ergeben, gehören ins- 
besondere 


wi Ges ame cher 27 RE (1,3), 
w— G,,=«4lasın]), @ GC) KR] re 
w— GG =%1 al. @—- Ch El ee . 200% (Eh 
w— Ges =olndn[f, @— Ga) Kal - - . » u Paz 


Die Nomogramme dieser Funktionen sollen in der vorliegenden Arbeit eingehend untersucht 
werden. Die Bereiche der Moduln A? bzw. k2, k2, k% hängen von dem Vorzeichen der Diskriminante 
A, =@&—4a,a;, ab. Die Fälle A, >0 bzw. A,<0 führen auf zwei grundsätzlich verschiedene 
Nomogrammtypen: Im Falle A, > 0 sind ß? und K? (1,3) reell. Alle Skalenträger für x und y, die 
zu verschiedenen X?-Werten gehören, bilden einen Kegelschnittbüschel mit vier reellen Grundpunkten. 
Ist A,<0, so sind ß? sowie k? komplex, wobei dieses komplexe A? einer der drei Gleichungen 


1 1 1 
ER RR 
genügt. Die Skalenträger für x und'y bilden jetzt einen Kegelschnittbüschel mit zwei reellen und 
zwei konjugiert komplexen Grundpunkten. 

Jede der Funktionen (1,3), (1,4a, b, c) kann mil geeigneten &, ß, k? als Lösung ein und der- 
selben Differentialgleichung (a,, @,, a, fest vorgegeben, a, — 0) aus (1,1) bzw. (1,2) geschrieben 
werden. Daher müssen durch eine geeignete Zuordnung der Werte C,, C, zu Cp C2,;°) sowie K2, 
- e. F 2 2 L 2 * \ % 1. x c n * ” . . a 
, ? zu I, 07, P7 °) die Funktionen (1,3) und (1,4a, b, c) ineinander überführbar sein. j 

Geht man von einer der Funktionen (1,4a, b, e) mit festen a, ß,, K7 aus, so sind q,, 45, Qz 
und damit &, ß, K? festgelegt (vgl. [1] Tabelle 1). Für die zu den dj, Ag, Ad; gehörenden Werte &, 
ß, k2 (1,3) erhält man 

2 YA, F l r dy -H V 4, ds, 


k2 = Bu -, &2 —. -, Aa — RR NE n 
YA, a Az P 2 Eee (1,6). 


R+R=RR, R+R=1, . „(5,508 


ET EIER TENE 


Sind ‚noch Cip Car gegeben, so sind auch C,, C, bestimmt und lassen sich wie folgt ermitteln: 
Damit die F unktionen (1,3) und (1,4) identisch sind, müssen sie auch in den Anfangswerten über- 
einstimmen. Nun ist (1,3) äquivalent mit 


ee 6 x 1 | | dt 
; V1— Rsint 


°) Der Index f bedeutet s bei (1,4 a) oder c bei (1,4b) oder d bei (1,4c). 


| 
e 
Mi 
= 
Aw 
= 
K- 
B 
j% 
e 
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und es ist 
EEE Re 3 ar I ETE (0, 033 a ee (1,7b). 
Die Übereinstimmung in den Anfangswerten wird zweckmäßig an der Stelle z, = G, verlanst 
daß nach (1,7a) ; ; ee 
w;(G,) — Gı, = %, MP; (2 — C2,)K}) = W(C,) — Cr GG er, (8a). 
Entsprechend erhält man 
| AG Se ne (1,8b). 
Man bestimmt zunächst aus (1,8b) C, und dann aus (1,8a) C.. 
Als Beispiel soll die Funktion 
WA En) Kar DM ee le m (1,9) 
behandelt werden. Anstatt a,, a,, a, nach [1] aus a, ß,, k} zu gewinnen, kann man auch mit 
(1,9) in (1,1) eingehen und a,, a,, a, bestimmen. Man erhält 


’ [4 [4 
wr—l— 2 kw + ws, 


also 
ask Igel, As li, 
Hieraus folgt für die mit (1,9) äquivalente Funktion (1,3) nach (1,6): 
E z Ra: ik. K, 5 
a er P=(kK-+iek), - rer mit | (1,10). 


(k,. + eik,)% 
Aus Gl. (1,8b) zur Bestimmung von C, wird 
— 3N(G,, k) dn(C,, k) 


cn(C,, k? er 
Dies führt auf folgende Gleichung für en?(C,, K2) = c*?: 
af Da ErI ken. ; RTER. 
c 2 jr [6 Br RR A — EN (1,11). 


Nun sind folgende Fälle zu unterscheiden: 
a) 0<k2< 1. Dann findet man aus (1,11) unmittelbar 


= (KR) + ie RK’) 


und daher 
Gl G)= \ In (i ke 
ı = Inten Men n A \ 
2 
b) k&®<0. Nach Umformung von (1,11) mit Hilfe der Modultransformation k*? = — = 


findet man 
G=+ = Bere ru cell, 'G=- Kr [Ka*3 IL TE) FÜR er— Ele 


— In kr für 2= 1, erg fürrte=+1. 


e 2 9 


2 


IE 
e) &>1. Nach Umformung von (1,11) mit Hilfe der Modultransformation k*? = „zfindet 


man 


nk 0203 

— = Kike)siüur zer. 12. = = (K(k*?) — 2i RAR) T lugues 
1 : R i 1 5 

G=7z1nk* fürspe,—=-1,, Gezs+zlk fire een 


In 2. sind die Skalengleichungen für w, = am(z,, RP), k? reell (A, > 0) und w, = am(ß z,, K2), 


2i 
k2 komplex, = er (A, < 0) angegeben. Diese Funktionen sind wegen der oben geforderten 


?) fit) bedeutet In sn t oder In cn t oder In dn t. 
29* 


EEE ER EEE 


T oITog®eL 


Fam Tr ing eRR 
Ber! EP yaı el |j> an ums 
es h (£ + Er =x („us-h2) [4 I-x cr ) z*+ 
ur Pan_& Pa P 
2 (4-1 he x Fan) =x 
; er) 
2 | Et, + == 
E (Hz Ph = x 
; (enPxz-) zer? 
\ Ei 
R B 
H E (% i 34,4) _wo 
£ E agıapy = 
Fr: 
j &0 
F 5 F 
f S 
A: (rt) 
| 2 „au x 
E (4 / =) EX) = a 
RE ARE ten z 
e: UN EIN = EEr=x 9341) w, 
5 z LER 
2 3 Kar) 87%, a) h=h NUN N=N j 
fi Ir FALL} 
E ae (Ar) 'X=x CH-NEDA-ÜI-1)x=X 
He UIYIJSRUDAIIA 
5 b USaYSI1]I3PUD. 
B uadıdupygo „op SJuawnbJy Sep nee Br Ssyuawndly Sap 
& VONDWIOZSUDAL UONDWIOHSUDAL 
= Fe yIarag a 
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Äquivalenz von (1,3) mit (1,4) (d.h. z= 2, w = wy) mit (1,3) und damit auch (1,4) durch die 
folgenden Transformationen verbunden: 

w, — C > 

ee DEE = a=P(z+ — GC, für A410, 


mn, a-za-@ für ,<0. 


Tabelle 1 gibt eine schematische Übersicht über diese Zuordnungen (s. hierzu auch 9.), wobei 
wieder w und z statt w, und z, gesetzt wurde. 


2. Die Ermittlung der Skalengleichungen und die geometrische Struktur 

E der Nomogramme elliptischer Funktionen 

k> Da nach 1. die Funktionen (1,3) und (1,4a, b, c) mit A, > 0 bzw. A, < 0 je untereinander 
-  äquivalent und durch bekannte Modul- und Argumenttransformationen (Tabelle 1) ineinander 
-  überführbar sind, genügt es, bei der Ermittlung der Skalengleichungen nur je einen dieser Fälle 
- zu behandeln. 


F a) Die Funktion w = «a am(ßz, K2) für reelle Werte von R (4,>0) 


Da a? und f?reell sind, wird = ß = 1 gesetzt. Die nach 1. geradlinigen Skalen für u und v 
sollen zunächst parallel sein und die Darstellung 


e Skala: = (= 0, n= gu), 
a We ee ran (2,1) 
E »-Skala: = flv) =c, n=%9(0) 
; haben. Dann bestimmen sich nach [1] die Beschriftungsfunktionen 9,(u) und 9,(v) aus den Diffe- 
— rentialgleichungen 

9ı 92 

— =o(ü), 1) Wa ee DD 

dl Yu) = vv) (2,2) 

mit x i % 
232’ #8 z’37’ 9 z’ zu + z32’ 
(u) = 2 Pär% (2? I 22) ’ y(v) —2i 2vy (2? = 2?) . 


Durch zwei Quadraturen ([1] Gl. (19b, c)) ergibt sich für w = am(z, RP): 
g(u) =c,cos2u+d, SI ESWEIU RL I (2,3) 
mit willkürlichen Integrationskonstanten c,, C,, d,, d,. Bezeichnet 
Z=7,(f), n=9(2) die Parameterdarstellung der x-Skala, 
E= 1); n=94(y) die Parameterdarstellung der y-Skala, 


so gewinnt man diese bei bekanntem g,(u), 9,(0) und gegebenem ut, y) und v(x, y) nach [1] aus 
den Gleichungen 


AU, 
ı)=C- ’ ’ $) 
(2) 9 U, 9U, 


? RE re (2,4) 
.\ _ I@) Iı 92 Uy — 91 92 Ux 
Iz(X) = >38 $—M)rA=> TE re 
I Ur 
N 7 » 
Jı(y) gu, + 9a U, 2 5) 
Jh) ee 
LE a ae u u, 
Nach längerer Zwischenrechnung erhält man: 
c, K? sn?(x, K?) en? (x, BE 
en c, k2 sn2(x, k2) cn2(x, k2) + c, dn?(x, k?) ’ a6) 
Cı € (en?(x, k2) — sn?(x, k2) dn?(x, kK)) Js) nen he Ba 
A wer gt Nor Tolm N (d, td 
c, k2 sn2(z, k?) en?(x, K2) + c, dn?(z, K?) c 
c, en?(y, k'?) dn2(y, k’?) 
A) = © c, en2(y, k’®) dn*(y, k’2) — c, k? sn*(y, K’?)’ 
‚end; Y» 5 2 ee cal2r70: 


Cı Ca (1 — k2 sn*(y, K’2)) 2 Fı(y) d d)-+d 
guy) = c, en?(y, k’2) dn2(y, k’2) — c, k? sn2(y, k’?) Wer 2 Ba ni 
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Insgesamt ergeben sich oo Nomogramme, deren Gesamtheit äquivalent ist mit der Gesamtheit 
aller Nomogramme, die man aus einem von ihnen mit festen G, d; durch alle projektiven 
Transformationen gewinnt, welche die beiden parallelen geradlinigen Skalen invariant lassen. 

Mit Hilfe der Fundamentalrelationen der Jacogıschen elliptischen Funktion gewinnt man 
aus (2,6), (2,7) die implizite Gleichung des gemeinsamen Skalenträgers der x- und der y-Skala: 


re [((d — AP — (a) +2 —A)eentert j an 
+2 49 + Met 2den+M— HEl—AnnEE—g)-0 8). 


Gl. (2,8) stellt einen Kegelschnittbüschel mit k? als Büschelparameter dar. Für jeden festen Wert 
von k2 liegen die Skalen für x und für y auf einem Kegelschnilt dieses Büschels. Der Büschel besitzt 
vier reelle Grundpunkte P,, Pz, P3, P, mit den Koordinaten 


Po) SAU. 7 RE rk 
P,)) &=t, n=d+6, P,) ‘en n=d—% 


Für ®=0undR=1 zerfällt der skalentragende Kegelschnitt stets in ein reelles Geradenpaar. 
Die zu k2 = 0 gehörige x- bzw. y-Skala fällt mit der u- bzw. v-Skala zusammen, da für k? = 0 die 
Funktion w = am(z, k?) in w = z entartet [1]. Der dritte zerfallende Kegelschnitt des Büschels 
ist das Geradenpaar, das man aus (2,8) für ?— oo erhält. 

Zu vorgegebenen Werten c,, Cs, dı, d,, c gibt es genau einen Kegelschnittbüschel, der im 
folgenden als ein Nomogramm bezeichnet werden soll. Indem man dieses Nomogramm allen 
projektiven Transformationen der &n-Ebene unterwirft, gewinnt man aus ihm alle möglichen 
Nomogramme. Eine Untergruppe der projektiven Transformationen bilden diejenigen, welche 
die beiden parallelen Skalenträger (2,1) fest lassen, eine andere Untergruppe diejenigen, welche 
zu zwei aufeinander senkrechten Trägern für die u- und die v-Skala führen. (Man gewinnt alle 
praktisch interessierenden Nomogrammformen durch Beschränkung auf diese beiden Typen.) 
Durch die Transformation 

Erre > 
= TE Ye en ee Be (2,10) 
wird (2,1) projektiv auf die &, n,-Ebene abgebildet, so daß die u-Skala auf die £,-Achse, die v-Skala 
auf die 7,-Achse fällt. Die Darstellungen der vier Skalen sind jetzt 


a 
Gesaurd! A 


u-Skala: F,(u) = 


2 = Aa 
8: 211) 


>-Skala u Roy, Pi OMeFee | 
ir | 


x-Skala: 

er DR — @ dn?(x, KR?) ee 
Cs, (en*(x, K2) — sn2(x, k2) dn?(x, K2)) + c, d, k2sn?(x, k?) cn?(x, k2) + c, d, dn?(x, k?) 

ae —sMsnke, Kenia 
c 6, (en?(x, k2) — sn?(x, k?) dn*(x, K2)) + c, d, K? sn?(x, k?) cn?(z, K2) + c,d, dn?(x, k2) 

y-Skala: 


FUN Ca K* sn’(y, K*) \ 
c 6% (1 — K? sn%y, k’?)) + c, d, en*(y, K?) dn%(y, k2) — c, d, k2 sn*(y, k) 
» rm? „rg D ‚ 2 . 
0) — — 0, en&fy, R%) din, k) B 


646% (1 — k’sni(y, k’2)) +0cd en?(y, k’?) dn?(y, k’®) =E C, d, k sn?(y, k?) 
Der Büschel (2,8) geht durch die projektive Transformation (2,10) in 
Ra —H)A+2 (HE —dd)En + (d— )m—2d&—2d,m—1]—4 6HMm=0. (2,14) 
über. Für jeden festen Wert von k? liegen die Skalen für x und für y auf einem Kegelschnitt 


dieses Büschels. Er besitzt die vier reellen Gr N ) 
‚} die vier reellen Grundpunkte P,, P, P,, P, mit den Koordinaten 


= 
P,) G=- —. N,=0, Pr.) E a eis 


(2,15). 
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Über den Typus des zu einem bestimmten Wert k2 gehörenden Kegelschnitts als Träger der 


x- und der y-Skala entscheidet die Invariante 
Jz(K?) = Qy, Ay — ;. 


Dabei sind a,1, As, Ag; die Koeffizienten von &, & 2 in der jeweili ü i 
Falle paralleler Skalenträger für u und v wird ran ne Le 


I) = — Mo FA. re (2,16), 
im Falle senkrechter Skalenträger für u und v 
I) = — (a h—d? +4, (ag —dd)er—Add .... 17). 


Da für k® = 0 und A = 1 der skalentragende Kegelschnitt stets in ein reelles Gerad 

) k enpaar zer- 
fällt, müssen J;(0) = 0 und J,(1) <0 gelten. Ellipsen ergeben sich für J,(k2) > 0, er 
für J,(k2) < 0. Für J,(k2) = 0 erhält man eine Parabel, sofern k? #0, = 1. 


h van. 
| ’ dk 
R | f 5 Fe 
% | ee 
Er T, N Pr PA | 
SG & | | /ı % | 
a 
es | | h ya Er 
z N | | / SE 
XS NER, 
KR) (-00-20) X X \ rad (Ih < EI 
N = 
Be, 2 — | 
u : ag 
NND 
= 


N 


2 
A IK (0-9 


7 Er Klin =) 


£ | 


ER 
| IT 
DEU UN 
ns 
So 
za 
ASS 


Bild 


Bild 1 zeigt ein Nomogramm mit parallelen Skalen für u und v. Wiein diesem Nomogramm, 
so sind auch in allen folgenden Bildern die Skalen für x und u stark durchgezogen, diejenigen für 
y und v stark gestrichelt. Die Werte des Moduls k? sind jeweils zur Unterscheidung von den Be- 
zifferungswerten der Skalen in größeren Ziffern an die Kurven geschrieben. In allen Nomogrammen 
für w = am(z, K2), k2 reell, werden auf jedem Kegelschnitt durch die Grundpunkte vier Teil- 
bereiche ausgeschnitten, von denen je einer die x-Skala und einer die y-Skala trägt, während die 
beiden übrigen von Skalenpunkten frei bleiben. Auf jeder Skala beginnt die Beschriftung in 
einem Grundpunkt mit x = 0 (bzw. y = 0) und endet mit x = + K(k2) (bzw. y = + K’(R2)) im 
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230 
e. 
U ee 
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nächsten Grundpunkt. Dort kehrt sie um, läuft dieselbe Skala zurück und erreicht im Ausgangs- 
punkt die Werte + 2K(R) (bzw. + 2 K’(R?)). Dieser Vorgang läßt sich beliebig oft wieder- 
holen, so daß jeder Skalenpunkt eine abzählbar unendliche Folge von Beschriftungsziffern trägt 
derart, daß außer dem angeschriebenen Wert + £ auch die Werte 2n Kr+t (n ganz) auf d 
x-Skalen (bzw. + 1,2n K’ + t auf den y-Skalen) anzuschreiben sind (s. hierzu 12.)2). 

Die Punkte x — const bzw. y = const sind durch Kurven miteinander verbunden. Wegen 
der mehrdeutigen Bezifferung jedes Skalenpunktes gehen durch jeden Punkt des Bereiches der 
En-Ebene, der von Skalen überdeckt wird, zwei solche Kurven, von denen jeweils nur die eine 
eingezeichnet ist. Diese Kurven ermöglichen eine Interpolation zwischen den Werten k? = const. 


Ihre Parameterdarstellung ist mit x = const, y = const durch (2,6), (2,7) bzw. (2,12), (2,13) 


egeben. 2 BT 
3 Alle Skalenpunkte x = K(k2)/2 und y = K’(k2)[2 liegen auf den Seiten des Diagonaldreiecks 


IT,IL,IT,, das zu dem vollständigen Vierseit P,P,P,P, gehört und zugleich das gemeinsame Polardrei- 
eck des Kegelschnittbüschels ist. e ' 
Da diese Eigenschaft gegenüber projektiven Transformationen invariant ist, genügt es, sie 
für den Fall paralleler Geraden als Skalenträger für u und v zu’ beweisen. (In diesem Falle ist /7, 
stets Fernpunkt.) Setzt man in (2,6) x = K(k?)/2 ein, so erhält man für 0 < k2 < 1 auf Grund 
bekannter Eigenschaften der Jacogı-Funktionen 
Gib Gd, (1 — RK)? + ad, k 


ls (K2) = Ur rgR' 9,(K/2) = Er (2,18) 


als Parameterdarstellung einer Geraden mit der Gleichung 


(2,18) stellt gleichzeitig die Verbindungsgerade //,/T, dar. Setzt man analog in (2,7) 
y = K’(R?)/2 = K(k’?)/2 ein, so wird für 0 <k?<1: 


E= cal Ze) Famak 2 2 ee (2,19). 


Dies ist die Parallele zur n-Achse durch /7,. Sie verläuft auch durch den (unendlich fernen) 
Schnittpunkt /Z, von P,P, mit P,P,: Für 0 < K< 1 liegen also alle Punkte x = K(k?)/2 auf der 
Geraden /IJ;II,, für 0 < K? < 1 liegen alle Punkte y = K’(k?)/2 auf /7,IT,. Ferner zeigt sich noch, 
daß für &< 0 die Punkte x = K(k?)/2 ebenfalls auf /7,/T,, die Punkte y = K’(k?)/2 auf IZ,IT, 
liegen; für X > 1 liegen die Punkte x = K(k?)/2 auf I/Z,/I,, die Punkte y = K’(k2)/2 auf IZ,IT,. 
Die Lage des Polardreiecks //,/I,II, erlaubt Rückschlüsse auf die Länge der Teilintervalle der 
Skalengraduierung (s. hierzu 5. und 6.). 


b) Die Funktion w—= aam(ßz, kK) für komplexe Werte von (A, <0) 


Die Funktion (1,3) ist nach 1. mit #? = gr für eine oo!-fache Mannigfaltigkeit von 
komplexen Werten A?, die einer der drei Gln. (1,5a, b, ce) genügen, durch ein Fluchtliniennomo- 
gramm darstellbar. Es ist zweckmäßig, zunächst die Skalengleichungen für das Nomogramm 
einer mit (1,3) äquivalenten Funktion (1,4a, b, c) zu ermitteln; hierzu wird w = In en(z, k?) 
gewählt. Die Nomogramme aller übrigen Funktionen mit 4, < 0, also auch der Funktion (1,3) 
mit komplexem Modul &?, können dann aus diesem durch Anwendung der zugehörigen Argument- 
und Modultransformation gemäß Tabelle 1 entwickelt werden. Wegen a® = — 1 (Gl. 1,10) ist 
es jetzt zweckmäßig, die v-Skala auf & = 0 und die u-Skala auf & = czulegen. Dann erhält man 
nach 2a. bei parallelen Skalen für u und v: 


| k & 
g,(w) = c,c0os2v -+d,, lu) ale eu = € + ee 
Aa\Ke c 
c; k, en?(2 x — K(k2), k2) 
/s(&) =C £ k D) GW 2 ia EN R (} 
ken? 2— K(k), k)+ck 
— 6,6 5n(22— K(k), kt) dn(2x— KR’), R)  falr 
gu) = a aa En FB) na ER), Kay ra 
c k,en?(2 x — K(R), k)+ ck, C . e ı 
c, k, en? (2 y — K(k2), K2) 
ne: I. Lk. SL NOIR BJ ee 
u cı k,en?(2 y— K(k#), Kö) — ca k,’ 
ud) any — KK), KL) An y— KK), K:) , Frl) 4,22). 
Be kom @y Ki), ah | ec hd)td 
°) In allen Nomogrammen für w = amlz, k?) — außer Bild 1 — sowie in den Bildern 2 und 17 werden 


NL. ie er . He . .j» . 
aus Gründen der Übersichtlichkeit nur die positiven Bezifferungswerte für ©, y, u und v angeschrieben 


F 
, 
° 
"z 
j 


REN = 7 Ant: . ect 4 er en - 


Ki einen Kegelschniltbüsche mit A = — oz 


bi sitzt zwei reelle Grundpunkte P,, P, mit den Koordinaten 
RER ro) e=0, n=dta, Porta nad-ar: 200243) 
Fand, zwei ‚konjugiert ‚komplexe Grundpunkte P,, P, mit den Koordinaten 2 


a” 


_ Der einzige reelle zerfallende Kegelschnitt des Büschels ist durch das Geradenpaar & = 0 und 
 £=c gegeben. Durch die Transformation (2,10) wird dem Büschel (2,23) ein Büschel mit senk- 
_ rechten Skalenträgern für u und v mit der Gleichung 


Au-dr2deEmnmtmE+d+2dHHr+r2 Km tl +3 AHmA= =0 (2,25) 
zugeordnet. Die Gleichungen der zugehörigen Skalen findet man wie in 2a. Über den Typus des 
zu einem bestimmten Wert} gehörenden Kegelschnitts als Träger der x- und der y-Skala ent- 
‚scheidet wiederum die Invariante J,. Für den Büschel (2,23) bzw. (2,25) lautet sie 


Gel One nn ee: (2,233), 
3 2 
ee (a4 +34%2) Be Be (2,252). 


Im Falle (2,23a) läßt sich c, c, stets so wählen, daß für alle A-Werte eines vorgegebenen 
Bereichs der Büschel (2,23) nur Ellipsen enthält, also J,; > 0 wird. Dagegen ist für d, =d,—=0 
für alle Werte A stets Jy1r < 0, der Büschel (2,25) enthält also nur Hyperbeln. 

> Bild 2 zeigt ein Nomogramm für die Funktion w = In cn(z, k}) für den Bereich0 <R?<1 
' mit parallelen Skalen für u und v. Die beiden Grundpunkte P, und P, zerlegen jeden skalen- 


HB 


tragenden Kegelschnitt derart in zwei Teile, daß der eine Teil die x-Skala, der andere die y-Skala 


trägt. Im Gegensatz zu den Nomogrammen mit vier reellen Grundpunkten haben jetzt die Skalen- 
träger für x und y keine unbeschrifteten Teile. 


u-Skala gehört, ergibt sich für alle Funktionen (1,4a, b, c) für den Wert des Moduls k5 eine andere 
u-Skala, deren Träger jeweils die Gerade & = cist. Diese von k} abhängigen u-Skalen Ind in Bild 2 
parallel zu £ = c gezeichnet, während die Gerade & = c unbeziffert bleibt und nur einen festen 
Bezugspunkt 0 erhält. Die Ablesegeraden werden zunächst mit &£ = c zum Schnitt gebracht. Der 
Abschnitt vom Bezugspunkt 0 bis zum Schnittpunkt wird dann auf die jeweilige u-Skala zur 
Ablesung des u-Wertes übertragen. 


1 Mit Hilfe der in Tabelle 1 angegebenen Argument- und Modultransformationen gewinnt 
man aus den Skalengleichungen für w = In ER k),0<k<1, diejenigen für w = am(ßz, k?) 
3 mit komplexem ®=k, tik, und ®? = et sowohl für den Fall paralleler als auch sich 
i senkrecht schneidender Skalen für u SR: v. Fordert man, daß k2 Gl. (1,5a) genügt, so wird 
; — a na y reell und damit 9? = ==; Für den Fall sich senkrecht schneidender Skalen 
| für u und v ergeben sich mit d, = d, = 0 die Gleichungen: 
1 —1 
= — Gries EEE ce 2,26), 
GW) c,sin2u+.d,’ (0) csinh 2v-+d, (2,26) 
le k* kr 
Fa) = —= nr 
Ba (Ver r ve) & (Ver x“) 
Br (2,27), 
— (1 k*2 en? Ver Pr ke) 


Ge Be —— 
Cı Ca k* sn (Ver 5 ke) dn (Ver L, ke) 


°) Die Skalengln. (2,21), (2,22) und (2,6), (2,7) (und damit auch die zugeordneten Büschelgln. (2,23) 
und (2,8)) lassen sich mit Hilfe komplexer Modul- und Argumenttransformationen, die dem Übergang 4, < 0 
in Br > (0 entsprechen, ineinander überführen. 


RB— 
! als ee dar. Für jeden ee 
von} liegen die x- und die y-Skala auf einem Kegelschnitt dieses Büschels?). Der Büschel > 


= ee meet Pi tee. ya ie IR 


. Während bei den Nomogrammen für die Funktion (1,3) zu beliebigem AK? ein und dieselbe. 


> 


ae Mi EINE ie: 


Dabei bedeutet k*: einen reellen Ersatzmodul, 


= rag a8 re e ww IE, H, & 
Fr — je 3° AH P> 7 BE 
j irk; I er ei ’ 


ET T 


Te F 
Beispiel (T) m ).n, RR 
Ablesung: Ables eo = 
Inen(QB.08,03) =01575-j0449 ” In en((1077.10606),08)= -Q34.48-10535 
lerechnung: ) R AN 
Inen(t06+i0,8),03) = 01547-104529 EERRTTRNENR Q3L4L- 105386 
N) Die angegebenen Dezimal- An i E 
stallen beziehen sich bei al- 
len Bildern auf Ablesungen 


an Orginalzeichnungen in 
größerem Format. 


} 
= Ri 
11 1 
} 
-% | 
q 
wein entzkd) F | 
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Bild 2 | 
3. Symmetrische Nomogrammformen 
a) Nomogramme mit zwei reellen Grundpunkten 


Es sollen zunächst die Nomogramme für w — am(ß z, K?), k® und 2 komplex, mit aufein- 
ander senkrechten Skalen für u und v untersucht werden. Die hierzu gehörigen Gln. (2,27) und 
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(2,28) der x- und der y-Skala lassen für d, = d, = 0 eine bemerkenswerte Symmetrieeigenschaft 


erkennen. Es ist nämlich 


F3@, K#) = — Fu(y, k*®) 


a 
RN a 2=y 3,1) 
Bild 3 zeigt ein Nomogramm mit dieser Symmetrieeigenschaft. Vom Standpunkt der projektiven 
Geometrie kann man die Symmetrieeigenschaft wie folgt deuten: Die Verbindungsgeraden von 
Skalenpunkten P(&, k*) und Q(y, k*?), für die x = y ist, bilden einen Parallelstrahlenbüschel 
mit dem Fernpunkt F, als Zentrum. Ist S der Schnittpunkt von PQ mit der n-Achse, so ist 
das Doppelverhältnis (PQSF,) = — 1. 


IN 


Ablesung: Ablesung: 
am a E) 03),128- i096)- 0265-1245 er am At-anseige ),2)=- 0382410152 


Berechnung: 
anf 5-{015+/0412)- - 93817101530 
A 


SR Beispiel (D) m Beispiel (&) 


v 


—* 

a nn 
weamiß2.h2) ER se 
FERompiex genügt Gl0Sa), 0% ZN go > 


GE, 4edr0 % 


Bild 3 


Ein Nomogramm mit parallelen Skalen für u und v kann eine Symmetrie nicht besitzen. 
Denn es enthält stets für einen gewissen Bereich 0 < kg? < k*? < 1 Ellipsen, für k* — k$? eine 
Parabel und für 0 < k*:< k$* Hyperbeln, wobei der Wert von k$? von der Wahl der ‚‚Form- 
gebungskonstanten‘“ c,, C,, d,, d, abhängt. Es kann also der Fall eintreten, daß zum Modul k*2 eine 
Ellipse gehört, zum Modul k*” aber eine Hyperbel. 


b) Nomogramme mit vier reellen Grundpunkten 


Es ist nun zu untersuchen, ob sich unter der Gesamtheit aller projektiv äquivalenten Nomo- 
grammformen für w = am(z, K2), k? reell, ein bestimmtes Nomogramm oder eine ausgezeichnete 
Untermannigfaltigkeit von Nomogrammen mit der Symmetrieeigenschaft (3,1) befindet. Wenn 
es solche Nomogramme gibt, so müssen bei einem beliebigen Nomogramm stets die Verbin- 
dungsgeraden von Skalenpunkten P;(x;, k) und Q;(y; = %;, k’?) durch einen festen Punkt G gehen, 
und es muß eine feste Gerade s geben, so daß für den Schnittpunkt S; einer Geraden P;O;G 
mit s stets gilt: 

DEREN EEE DE EEE PR SETEN 


Insbesondere muß dies für P,(0, k) = P, und Q,(0, k’?) = P, gelten, so daß 
(P,9S0@) = (PıP3SıG@). = — 1 ist (s. hierzu Bild 1). 

Nun läßt sich analytisch nachweisen, daß die Verbindungsgerade eines beliebigen Skalen- 
punktes P(x, k2) mit Q(y = x, k®) durch den Schnittpunkt G von P,P, mit //,/], verläuft. Daher 
ist der Punkt $, mit dem Eckpunkt /7, des Polardreiecks, dem Pol der Seite /Z,/T,, identisch. 
Die Gerade s muß also durch /T, verlaufen. Ferner fallen für 0 < k?< 1 die Punkte P(K(k2), K2), 
Q(K’(R2), k’?) und damit auch Sin P, zusammen, d.h. s ist die Verbindungsgerade /7,P, und P, 
liegt auf dieser Geraden. Ist G Fernpunkt, so wird //, zum Halbierungspunkt von P,P, und P,P, 
wird zur Symmetrieachse. Daher erhält man die Skalengleichungen für ein symmetrisches No- 
mogramm, indem man ein beliebiges der projektiv äquivalenten Nomogramme so transformiert, 
daß der transformierte Punkt G* der Fernpunkt von P,P, wird. Die Rechnung soll für ein spe- 
zielles Nomogramm mit parallelen Skalenträgern für u und v durchgeführt werden und zwar für 


“ii 
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BR, 
E 
8 
v 
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—-1,4=d=0,c=1. Haben , ß, y die Bedeutung von Bild 4 (nicht zu v 


—=(g 


mit a, ß in (1,3)), so lautet die zugehörige Transformation mit « = 1 
ee 
:  742—(d+2A)n— (12) we... te EEE 
4E+n—3 


"=PgE—A+2An—U—2R) 
Setzt man (2,6), (3,7) in (3,3) ein, so erhält man: 
IK) = san ee Fahne 
en? x (sn x — an 2) + (Modul k?) 
x nk IRRE 
92@) = mar (ke snx — dn® x) + 2 sn®xdn®x 


. re A ee 
F (y) . en? y (ke? sn? y— dn? y) +2 ß sn? y dn? y’ (Modul k’?) 
en? y— 2 dn?y 


4(y) = en? y (k? sn? y — dn? y) + 2 ß sn? ydn?y 


Bild 4 


Die Skalengleichungen (3,4), (3,5) sind auf ein Koordinatensystem bezogen, dessen n*-Achse mit 
der Symmetrieachse des Nomogramms zusammenfällt. Es gilt 


Ba&R)=—HyKY), BOM)=HGKN) . 22... 6). 
Die Skalen für u bzw. v liegen auf den Verbindungsgeraden PP} bzw. P$P}. 


Je nach Wahl von ß, y erhält man ein symmetrisches Nomogramm mit parallelen, senkrech- 
ten oder sich unter einem beliebigen Winkel schneidenden Skalenträgern für u und v. Verlangt 
man, daß die Skalenträger für u und v orthogonal sind, so wird 8 (+1) = y?. Sollen sie 
parallel sein, so ist # = — 1/2 bei beliebigem y. Sind £ und y beliebig, so ergibt sich ein Nomo- 
gramm mit einem im allgemeinen von 0 und x/2 verschiedenen Winkel der Skalenträger für uund 
v. Symmetrische Nomogramme mit parallelen Skalenträgern für u und » unterscheiden sich 
also nur durch den Wert von y und damit durch den Abstand der parallelen Skalen. Es gibt 
daherim wesentlichen nur ein symmetrisches Nomogramm mit parallelen, dagegen oo! symmetri- 
sche Nomogramme mit senkrechten und schließlich oo® mit sich schiefwinklig schneidenden Ska- 
lenträgern für u und v. Setzt man $ = 1/2, so erlauben (3,4) und (3,5) die Berechnung eines 
symmetrischen Nomogramms mit senkrechten und eines solchen mit parallelen Skalen für u und v 
in einem Rechnungsgang. Bei parallelen Skalen gehören zum Kegelschnittbüschel für0 < R®< 1 
Ellipsen, für k®?< 0 und k > 1 Hyperbeln; bei senkrechten Skalen erhält man stets Hyperbeln. 


Die symmetrischen Nomogramme mit parallelen bzw. senkrechten Skalen für u und v 
ergeben sich aber auch als Sonderfälle von (2,6), (2,7) bzw. (2,12), (2,13) für spezielle Werte der 
Formgebungskonstanten c,, €, d,, d,, c. In diesen Gleichungen läßt sich eine Symmetrie des No- 
mogramms zunächst nicht erkennen, da sie nicht auf ein hierzu geeignetes Koordinatensystem 
bezogen sind. Zur Ermittlung der Werte c,, c, d,, d, und c, die zu den symmetrischen Nomo- 
grammen gehören, wird das System &*, 7* mit der n*-Achse als Symmetrieachse durch Parallel- 


verschiebung und Drehung in ein System £&, n übergeführt, wie es (2,6), (2,7) bzw. (2,12), (2,13) 
zugrunde liegt. 


— u En 


- 
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Für den Fall paralleler Skalen für u und v ergeben sich für die in Bild 4 angegebenen 
. Koordinatensysteme die Transformationen 


&* + 2yn*+2y ee 
=, _ m a EM 347 
y1+47% A yı+47 7) 


und folgende Formgebungskonstanten 


14 —— 1 ee 
4=7V1+4%, Geh AR, 


1 er Tr alt (3,8) A 
1 1 — ı - 
d=z7VN +47, d,=— 1 +42 +y1+4p2|: 
Es gilt also für symmetrische Nomogramme mit parallelen Skalen für u und v stets: c, = — c,. 


Für den Fall senkrechter Skalen für u 
und vo findet man bei geeigneter Wahl des Punktes 
€E=n=(0 (für $=1/2 liegen P, und P, sym- 
metrisch zu&=n= 0) die Transformationen 


et 
er = Pan z & +*+1) 


Beispiel) 

Ablesung: ’ r 
amtaz #04 Jraresin tgh(04+i0%)=0423+i0375 
am (04 +0&)Jrarc sintgh(0%+i0404195+i03771 


Beispiel &) 

Abl 5 

amfıy RSS1R3=1n88+i0592 
eri nung: 

am(11062)03-10753 +i05933 


39) 

und die Formgebungskonstanten 
ap PH 28 HI 1/2BH1 5 Dr 
ET ER joe \ we 

Be 98B-+1 EN“ hl - \ 
m 22 De 2ß+3 ]/2P+1 Nee \ 

4B | B+1 BD B RÜN, x 5 

(6) 1 Be u I I ee 

Für die praktische Berechnung von Nomo- IAN N \ 
grammen sind die Skalengleichungen der sym- } EIN EN 
metrischen Nomogramme eine zweckmäßige Aus- van ING N 2 
gangsbasis, insbesondere bei Errechnung von hs MER Sn 
Skalenpunkten mit Hilfe eines elektronischen a EISEX DS 
Rechengerätes. Durch Ausnutzung der Sym- Rei ; LrmaN 202 he 
metrieeigenschaft verringert sich nämlich der N . a 
Rechenaufwand zur Ermittlung der vorkommen- ne = ae 
den Werte der JacoBI-Funktionen auf die Hälfte. : 12 ru 
Die benötigten nicht symmetrischen Nomogramme 10 09° | 2 
verschafft man sich anschließend durch projek- ha 
tive Transformationen aus den symmetrischen. = 
Man gewinnt die Koordinaten &, 7 der Skalen- Br 
punkte eines beliebigen Nomogramms mit paralle- Bild 5 2 


len bzw. senkrechten Skalen für u und v aus den 
Koordinaten &*, 7* des syminetrischen Nomogramms mit parallelen bzw. senkrechten Skalen 
durch die projektiven Transformationen (3,11) bzw. (3,12): 


Er F2yn® + 27 


E=Ca Fo) HF2y (Font F2yo’ se 
25.9 +59, +%d)&*+2y(,— 24.5 +God)n*+2yC (d, — %) 
Fr +++ +2rG 
Ze g Y3 & —n* Br tieG Ze 
— /3 2, +4, +2d)* +Bgdh— 2, — ad)n*+C (&, — d,) (3,12). 
Men 4! 


=( ri = b RIND LEISTEN r 
—y3 2,5 +4d%+ Gh) + 85h — 2, —ad)n* + C (i, — d,) 


Bild 5 zeigt ein symmetrisches Nomogranım mit parallelen Skalen für u und v. Esist die Verbin- 
dungsgerade eines Punktepaares P;(z,, k2), Q.(y = %,k?) u = yı = 0,7; = 0,2) eingezeichnet. 


=; ö e n Pu ikea 
j « - TO Te: 
ee Be Pe} 


. pi = 2 j # k ne T ke h B 
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Unter den symmetrischen Nomogrammen mit senkrechten Skalen für u und v ist das in 
Bild 6 dargestellte besonders ausgezeichnet. Die drei Grundpunkte P,, P,, P; bilden ein gleich- 
seitiges Dreieck; der vierte Grundpunkt P, liegt im Schwerpunkt dieses Dreiecks, das die &7- 
Ebene in zwei Bereiche zerlegt. Durch jeden Punkt des Bereichs, der P, nicht enthält, verläuft 
genau eine x- bzw. y-Skala, während der Bereich, der P, enthält, von Skalenpunkten gänzlich 
frei bleibt. Alle Skalenträger für x und y sind Hyperbeln. Außer der Symmetrieachse P,P, sind 
auch P,P, und P,P, Symmetrieachsen mit Symmetriebeziehungen, die gegenüber (3,6) auf 
Grund der Modultransformationen £ 
a 3,13 
RITTER sowie = an rn De ee 
und den zugehörigen Argumenttransformationen abgewandelt sind. Unter Benutzung dieser 
Eigenschaften gelangt man an Bild 6 zu einer geometrischen Veranschaulichung der Argument- 
und Modultransformationen 1. Ordnung für die Funktion w = am(z, K2) (s. hierzu auch Bild 7). 


er 
Beispiel ® 


‚Ablesung: 

am((04+ 04) 1)=arc sin tgh(04+ 104) 
=0416+ 10377 

Berechnung: 

am((04+i04),1)=arc sin tgh(04+ 104) 
-04195103771 


4. Nomogramme mit Kreisen als Ablesekurven 


Unterwirft man ein Fluchtlinien Tr ü i 
n org p = )z,k a, 
ee € F iennomogramm für w = am (ß z, KR?) mit A, < 0 oder A,>U0 
er Transformation (Inversion am Kreise vom Radius R) 


£ 
E Re 2 RM 
at am See 


S oe “ ir ia Sk N ir Maweye, 3 S 1 1 N 

” Be N Skalen für x und y Lrage nde Kegelschnittbüschel im allgemeinen in einen Büschel 

Ko G u en) Kurven 4. Ordnung über, die Ablesegeraden in Kreise durch & = N = 0. Wendet 

ae urn Bild 6 an, wobei P, als Inversionszentrum und der Kreis durch P. Pu Pak 

N S S ro . N & % Bi E m N . r 2 . .r ® : 
Bi ee a so geht der Kegelschnittbüschel in einen Büschel von Strophoiden 
er mıt dem Koordinatenanfangs it als gemeins: i 

Er. ae m als een Doppelpunkt und drei weiteren 
e en, de ansiormierten Grundpunkten aus Bild 6. Jede St i 

ie DOREN aus . Jede Strophoide geht 
i durch die ıbsoluten Kreispunkte. Die Gleichung des Stro )hoidenbüschels h e i 

ein &* n*-Koordinatensystem, dessen n*-Achse mit P p end re 

4 7"-Achse mit P, P, zusammenfällt, lautet: 


k2 [3 n* + &*) (E*2 + n*2) -y3 Re (em. 9) +2 RrEr nr + 


SICK *2 P & 
25% (ER + n2) — 4A RR Eryr — 


RER NN 


BR e y x 3 


Y 


F en Seratrieche Untersuchungen über Nomogramme für elliptische Integrale... 447 


< 
>) 
an k ‚ 
E 2 
N SI 7 
= & h 
y 8 &E 
y8 F 
SS £ 
3 = R 
Ss 8 £ 
SS) % 
Z Z 
>58 ä 
ERS 
En E 
we: e 
£2 
EN 
Sun 
8,528 3 
825° 
I525% 
SSehe 
o.Q 
aXods 


u 
3 
E 


er 
x 


is 
2, 
w=am(2,K). 


Be a 


BR "ae 
Fi 


Du. " rad, # %; WIRTL > 


Fr 


Bene 


1086+j 0593 
10753+i. 05933 


amt] + i0,65),02) 


Berechnung: 
am(t!!+ 065), 02) 


Beispiel ® 
Ablesung: 


Bild 7 


et 
7} 

Ei 

j ee 
vr 


au 


Die zerfallenden Kegelschnitte aus Bild 6 gehen je in eine Gerade und einen Kreis über. Insbe- 


sondere ist der Träger der u-Skala ein Stück eines Kreises durch die transformierten Grund- 
punkte P*, P*; der Träger der v-Skala ein Stück der Geraden durch den transformierten Punkt 

P* und den gemeinsamen Doppelpunkt der Kurven. Die Ablesegeraden des Nomogramms 

Bild 6 werden in Bild 7 zu Kreisen, die alle durch den gemeinsamen Doppelpunkt der Strophoiden 
verlaufen. Eine Ablesung an diesem Nomogramm geschieht daher wie folgt: 


Ist u+ iv = am(& +iy,k) zu bestimmen, so legt man durch die Skalenpunkte zund yund den 
gemeinsamen Doppelpunkt den Ablesekreis und schneidet ihn mit den Skalen für u und v. Der Vor- 
zug dieses Nomogramms liegt darin, daß alle Skalen für alle Werte — © < k®2< + oo gänzlich im 
Endlichen verlaufen!). Den Eckpunkten des Polardreiecks entsprechen drei Punkte 7,8, 22 
seinen Seiten drei Kreise durch je zwei der drei Punkte und den gemeinsamen Doppelpunkt aller 
Skalenträger (in Bild 7 nicht eingezeichnet). Diese Kreise sind der geometrische Ort aller Skalen- 
punkte mit den Argumentwerten K/2 bzw. K’/2. 
In analoger Weise gewinnt man aus dem symmetrischen Nomogramm mit zwei reellen Grund- 
punkten (Bild 3) durch die Transformation (4,1) ein Nomogramm mit einem Büschel von Lem- 
niskaten als Träger der x- und der y-Skalen (Bild 8). Alle,Kurven des Büschels haben einen 
gemeinsamen Doppelpunkt und zwei weitere reelle Grundpunkte, die transformierten Grund- 


en: 03 5 
emt05+14Q1-193,128- 1096-0344 - 100403 
am1r5=ix0)-i03,128- 1096703442 -100400 


Bild 8 


punkte P,, P,. Außerdem geht jede Kurve des Büschels je einmal durch die absoluten Kreis- 
punkte und durch die beiden Punkte, die aus den konjugiert komplexen Punkten P,, P, durch 
die Transformation (4,1) hervorgehen. Die Gleichung dieses Kurvenbüschels, bezogen auf das 
in (2,25) verwendete &, ,-Koordinatensystem, lautet mit dem Büschelparameter A: 


E+M—dRA+ERMLFIESRAEM=O ......(a)). 


Der reelle zerfallende Kegelschnitt des Büschels (2,25), der die Skalen für u und v trägt, bleibt 

auch nach der Transformation ein orthogonales Geradenpaar. Die u-Skala erfüllt die Strecke 

zwischen den transformierten Grundpunkten. Die Beschriftung der v-Skala beginnt im Hal- 
Ir 73 7 Iacaor Strarka io seop > ar. r1 “ 

bierungspunkt dieser Strecke. Die Ablesegeraden werden wiederum zu Kreisen durch den ge- 

meinsamen Doppelpunkt der Skalenträger für x und y. 
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10) Wegen seiner Entstehung 


h aus dem Hyperbelnomoor ild 6 N i i 
eigenschaften wie Bild 6 zu. yI nogramm Bild 6 kommen Bild 7 dieselben Symmetrie- 
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Neue genauere Runge-Kutta-Formeln 
für Differentialgleichungen n-ter Ordnung 
Von ERWIN FEHLBERG 


Durch m-malige Differentiation und Transformation der Differentalgleichung n-ter Ordnung können 
Runge-Kutta-Formeln für die transformierte Differentialgleichung angegeben. werden, die sowohl für die 
Lösungsfunktion als auch für deren Ableitungen noch die Glieder mit hm+5 der Taylor-Reihe genau erfassen. 


Diese neuen und genaueren Runge-Kutta-Formeln erlauben eine Reduktion der Rechenzeit (auf einer 
elektronischen Rechenmaschine), da man die Integrationsschrittweite wesentlich vergrößern kann. Binige Bei- 
spiele werden gebracht, in denen die gleiche Genauigkeit wie beim üblichen Runge-Kutta-Verfahren mit 
unseren Formeln in 10%, und weniger der Runge-Kutta-Rechenzeit erzielt wird (für m = 2,3, 4). 


Byan m-fold differentiation and suitable transformation of an n-th order differential equation, Runge- 
Kutta-formulas for the transformed differential equation can be obtained which correctly represent the hm+5 
terms inclusively in the Taylor series for the solution as well as for its derivatives. 


These new and more accurate Runge-Kutta formulas can be used to reduce computing time (on an 
electronic computer) by considerably increasing the step size of integration. Some examples are presented for 
which our formulas yield the same accuracy as the standard Runge-Kutta-formulas in about 10 percent and 
less of the computing time (for m = 2, 3,4). 


IIpn 1omomm m-kparHuoro anddhepenumposauun m Ipeo6pasoBaHnna AnddepennmmanbHoro 
YPaBHeHuUA n-0TO IIOpAAKa MOFYT ÖbITb TMOAyYgeHbI hopMyısı PyHre-Kyrra AA mpeo- 
Öpa30BaHHOTO AuddepeHlma.lbHoroO YPaBHeHHuA, VYUNTBIBAIWINME TOYHO Kak IA CAMOÜ BYyHKIHU 
PeilieHuA Tak u AJIA e& IPON3BOAHBIX eie YIeHbI prıaa Teiisopa, coepsranme hm+5, 


ITH HOBbIe Öo.Jee TOYHBIe PopMmy.ısı PyHure-KyTrra A0NyCKaWwT CoRpaImmeHme BpeMeHHn 
BbIYUCJIEHNUA HA 3JIEKTPOHHON BbIYHCJIMTEJIBHON MallMHe, TAK Kak INAaTuU UHTETPNPOBaHNnA 
MOTYT ÖbITb BbIÖpaHbI 3HAYHTEAIHO Ö0OJIBIHUMM. JlalwTcH HeKOTOpbIe IIPUMepbI, B KOTOPEIX 
AOCTUTACTCH Ta sKe TOYHOCTb, KaK MH IIPH IPHMEeHEHHH OÖBIYHOTO MeToda PyHre-KyTrTa, Ho 34 
CPOR BpeMeHH, COCTaBAAWIUmli 10%, um MeHbIlle BPeMeHN, PacXoyeMoro IpPu YIOTpeÖJIeHHN 
OÖBIYHOTO IpueMma (HA m = 2, 3,4). 


1. Einleitung 

In einer früheren Arbeit?) hat der Verfasser gezeigt, wie man durch eine m-malige Differen- 
tiation und Transformation einer Differentialgleichung 2-ter Ordnung Runge-KuTrA-Formeln ge- 
-  winnen kann, die sowohl für die Lösung y als auch für deren erste Ableitung y’ noch die Glieder 
= mit h”+5 der TAYLor-Reihe genau erfassen. 

4 In dieser Arbeit sollen ähnliche Runge-KvrtaA Formeln für die Differentialgleichung n-ter 
Ordnung hergeleitet werden, die wieder bis zu den Gliedern hr+5 einschließlich der TAYLorR-Reihen 
4 für y, y,...,y”—D genau sind. 

7 
> 


2. Die Bedingungsgleiehungen für die Koeffizienten der Runge-Kutta-Formeln 
für die Differentialgleichung n-ter Ordnung und ihre Auflösung 
Wir fassen uns hier kurz und verweisen auf die oben zitierte Arbeit?), die bereits den Grund- 
gedanken unserer Integrationsmethode (Transformation der Differentialgleichung zwecks Be- 
seitigung möglichst vieler Anfangsglieder der TAyror-Reihe der Lösung) am Beispiel n = 2 er- 


läutert. 
Vorgegebene Differentialgleichung: 
| BETT RA ETFANTATE N. 
Vorgegebene Anfangswerte: 
Zn MOSE tr an NO 
Transformation: E 
T m+n 1 # # 1 ef > 
B=y+ ZW. e—) + (in), OU ER EEFTT (3). 
Transformierte Differentialgleichung: 
ym = (a, 9 y, . . - Y"T) E 
e m d \ 
ar 21 MR gen), 
ae) a) 
r =) ZAMM 40 (1960), S. 252—259. 
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yintn+D — = Na 


yim+n+2) = 


ern MSHEDETECT Ne 


Ren Eee 1 U Er 


ge 


MTV NEE a 


N ) Be A 


1 (m+3)(m+4) miyaı 
2 m+2!1 (a) zur) | 


a a 


Durch (n — v)-fache Integration folgt aus (6) für die v-te Ableitung von y: 


1 1 
mn) Hm ten a a s 
! Y% ja hr © + + (m e 5)! (8). 


ee 
y ” (m+n+1—») 
RE 1 RE I r Be 


ylmtstn pm+5 4... 


Runge-KUTTA-Ansatz für die Lösung der transformierten Differentialgleichung: 


k=/o+%:'h YoYo-:-» » ya—D) . — 


k e kı (n—1) kı hr" 
= (it Mo + Pak Ythyo- WW + Pa-ı ak 


r—1 


E k k 
kz = (mt 00h Yot Yokı + Öoky Ktye ti 


- : k I 
I Er te Fa)" “ 


j | 
Dez Nu+NEF 6=-0,L,..,n—1) Ron 


?) Die eingerahmten Glieder in (7), (11) und (12) treten nur im Falle m = 0 auf. 


ER TH 


= 9 
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Tavror-Entwicklung des Runge-KUuTTA-Ansatzes (9) ergibt: 


hr ER ” Ta m+1, pm Pr a 

are y)ı (ei) &, ge . h ei Prrar MED! E 2)! a Orm+2 
1 a 1 om+4f 
(m +3)! a: ai) a a a (m+A! ach Ber) en u , 


he (1 1 m+ıf\ "a 0f 
aiai" im + (an), 2 (apa) Aare 
n—2 


1 1 Quer of er EIER: 
Teer ml (a), la) front +n+2—u 


1 1 om+1f n—1 ef 
Fam aD ala) (rag) et en 


1 1 amt "Zr 0 u (11) 
Fam rar la)" 2 (ag) rt ee 


| 1 Om + ef 
FH mrDR (): er), RER 


a ae 


EN Si ER 
n! (ml +2)! > en), n ler an) -P, am+1 . hm+n+3—u 
1 


2 
IE (As r hm+2 


Tr — 


ie, 


ie | 1 GUT 
| z ‚nm+1,hm+1 2 am+2, Hm+2 
ie (m + DI (r), &, h A (m 24 2)! (er) 0% h 
1 ae 1 ee 
N . hm+3 m+4, hm+4 ... 
d "mr a) + rat (ar a 
und einen entsprechenden Ausdruck für k,, der aus k, hervorgeht, indem man «, durch a; und ß; of 
” durch ysak + d,ak ersetzt. 
B- Koeffizientenvergleich der Tayror-Reihen für (10) und (8) für die Glieder bis hrtrn+=» 


- einschließlich ergibt die folgenden Bedingungsgleichungen für die Koeffizienten des RUNGE- 
- Kurrta-Ansatzes: 

man, mr Mami + Mantizenlm + Dim +n+1—n)! 

hmint2 er, NM omt2 4 Mamt2 ı Moamtz—_nl(m +2)!(m +n +2 —)! 

hminss—r: amt3 cam + Da —n!(m+3)!(m+n +3 —»)! 


hminta—r, co amta 4 ch amt + cMoamtt—nl(m+AMli(m+n+4— nl! 


Eee y 2 ‚m y 
ee ee LAN) yo On, am rl) 


ed EN (ni a di amt) 


= n!® (m + YDI(m +3) (m +n +3 —»)! 


eG P) ‚+2 
hin tn+4 Br ci) 7) Gi 7? -- cr) Oz (4 a E- on et aPTA) 


= n!®(m + 2)! (m + 4)/(m nn +4 —»)! 


yo 


12). 
= nl!®(m + 1)! (m +3) (m +N/(m+n+4—»)! 


hrän#3 ee ce), 5omtt 4 cN(y_sortt +2) =n®(m + Dl(m+n+3—n)! 
Bukarest? (2074 0,2022) =n (m +2)! (mn +4—m)! 


sr N a N As lyn—2 ARE 4 Ön—2 ay +!) 


—n!(m-+1!)(m+4)/(m+n+4—»)! 


hutntsr, cd), zomti ec (yn_sartt + &,_somtl) — ER. +1)! (mn +4—)! 


IP: | co) Ba (yaı + eh nlefal:! 
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Links in (12) ist die A-Potenz der Glieder angegeben, auf die sich der Koeffizientenvergleich 1 


bezieht. 
Für das Folgende setzen 


; d. u B . . Fi} A 
nn die Gleichungen (12) bis zur Potenz h”+3 einschließlich befriedigen zu können, muß dann 


für» = n — 1 die aus der ersten Formelgruppe (12) sich ergebende Verträglichkeitsbedingung: 


1 { 2 Kran 
ae ae (& & + O5 + 20) + eg, +%+9%) mi )- ) 
bestehen. Al at 

u “Für die zweite und dritte Formelgruppe (12) muß ebenfalls je eine Verträglichkeitsbedin- 

gung bestehen, denn setzt man in diese SE RRI v TR = ig v=n-—-2ein, so erhält 
ier Gleichungen für die drei Unbekannten „— 1, Yn—ı, 3n—ı DZW. Pn—2» Yn—2» Yn—2- h 

Rd "Wie im Falle n = 2in der oben zitierten Arbeit ?) gezeigt, sind diese letzteren Verträglich- 

keitsbedingungen mit (13) identisch. Dieser Nachweis läßt sich jedoch ganz analog für beliebiges n 

erbringen, so daß auch für beliebiges n die Gleichung (13) die einzige einschränkende Bedingungs- 
gleichung ist, der unsere Koeffizienten a,, &,, &, genügen müssen, wenn (12) lösbar sein soll. 

Auch unsere Ausführungen für m = Oin der oben zitierten Arbeit?) lassen sich auf beliebiges 

n übertragen und führen, falls die Differentialgleichung (1) nicht linear in bezug auf y(*=® ist, 

wieder auf die «-Werte: ß : a 
&, = beliebig , = 2 —7g1b: => +76 De TE 
Eine elementare Rechnung liefert dann aus (12) die gesuchten RungE-KuTTa-Koeffizienten. 


3. Die Runge-Kutta-Koeffizienten für n=1,2,3,4 und m = 0,1, 2,3,4 
In den folgenden Tabellen geben wir für Differentialgleichungen erster bis vierter Ordnung 
für m = 0, 1,2, 3, 4 Runge-KuTra-Koeffizienten an, die die Gleichungen (12) erfüllen. 
Da die einschränkende Bedingungsgleichung (13) von n unabhängig ist, können wir für alle n 
die gleichen Koeffizienten a,, a,, & wählen: 


Tabelle0. n beliebig 


m—=0 m=0-., | mel.|ı Mer. I) mean 


| | 
= 1/3 SE, ee Ya 1/3 
2 er ’ N 5 
%Xo | 4/5 Be V6 4/5 4/5 | 5/6 4/5 
3 l ,< | 


Hier wie in den folgenden Tabellen bezieht sich die erste Spalte m = 0 auf in Y*— Jineare 
Differentialgleichungen (1), die zweite Spalte m = 0 und sämtliche Spalten m > 0 gelten all- 
gemein. Da die a, durch (12) nicht eindeutig festgelegt sind, haben wir für Tabelle 0 numerisch 
möglichst bequeme Werte ausgewählt. 

In den folgenden Tabellen 1 bis 4 sind die restlichen Ruxge-Kurra-Koeffizienten für 
n — 1,2, 3, 4 angegeben. Dort nicht aufgeführte Koeffizienten sind für alle angegebenen m als 
Nullanzunehmen. Denn da auch diese restlichen Koeffizienten nicht alle eindeutig bestimmt sind, 
können wir zur Vereinfachung unserer Formeln (9) noch einige dieser Koeffizienten Null setzen. 

Tabellel. n=1 


nm=0 m = (0 m=|] | m—=)2 | m=3 m—4 
LL€€€—€—€———eeeeeeeeeeeeeeeeee,ee———— na 
> Ir: = £ ® 
Bo 63/50 |. 72/8) | 4/3 5096/3375 125/81 169344/15625 
a ra 5/12 —95/322 | —1295/351 21/6 —297/7 
Er 1 aan | k | 
Ö, 45/28 | —-(3+8Y6) | 135/128 | 5625/5824 2673/3125 140 625/136 192 
c 27/56 0 ' 125/288 | 16807/42120 8/21 729/784 
De 1 : = Ye er | 
a 125/336 | — (16 +6) | 1257884 | 3125/9984 5832/21875 | 390625/1204224 
re a | | 
Ca 124 | =.(16— yo) | ns | 7/120 1/21 19/336 
Tabelle2. n=2 


siehe Tabelle 1 der oben zitierten Arbeit 1) 


wir voraus, daß die «,(v = 1,2, 3) von Null und voneinander ver- 


Eı 


1 


3) Fußnote 3 siehe Seite 454. 
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Tabelle3. n=3 j 
mr 3 m 
U EERRT ET TER SIEG NORDEN BIS N 
\ 252/125 | mr v6) 8/5 40768/28125 625/486 580 608/78125 
189/25 | 5 iR — 2/6) 8 10192/1125 250/27 1016 064/15625 
18/7 SEN, Yo) —15/16 — 14/13 —6/5 —2754/133 
— 1627 : 5/2 — 285/16 —2590/117 —126/5 —1782]7 
3/2 2 +11Y6) 15/32 375/1568 486/3125 3125/29184 
15/14 I_ (29 +17 vs )ı 45/64 1875/2912. 1458/3125 46875/68096 
= 
135/14 . (3+8Y6) | 405/64 16875/2912 16038/3125 421875/68096 
9/14 = (3 — Y6) 15/32 686/1755 2/7 243/196 
| 5/12 - (1 -+ Y6) 5/128 125/3328 | 486/21 875 15625/401408 
c 27/14 0 25/16 2401/1755 8/7 729/196 
4 25/56 = +2 y6) 25/64 625/1664 5832/21875 78125/200704 
& 0 >: (7 — 2 Y6) 0 0 0 0 
81/28 0 125/48 16807/7020 16/7 2187/392 
ch" | 125/56 = (16 + Y6) 125/64 3125/1664 34992/21875 390 625/200 704 
} N | 
ey 1/4 = (16 — Y6) 1/3 | 7/20 2/7 19/56 
Tabelle 4. n = 4°) 
mo mid \ Gt m=2 m=3 m—4 
| 
ß, | 1008/125 ae 19 /6) 32/5 163072/28125 | 1250/243 2322432/78125 
Bs 756/25 1 — (1—2 Je) 32 40768/1125 1000/27 4064256/15625 
BR 727 1 2—13/6), —15/4 —56/13 — 24/5 —11016/133 
v3 —648/7 10 —285/4 —10360/117 —504/5 71387 
ö, 6 61 el Vs) 15/8 375/392 1944/3125 3125/7296 
Ö, 30/7 |; eb +17Y)| Mı6 | 1875/728 5832/3125 46875/17024 
ö, 270/7 E (3 +86) | 405/16 |  16875/728 | 64125/3125 421 875/17 024 
2) 
c 3/5 — (9 — 46) 65/168 343/1170 4/21 81/98 
2 0 a +6) | 5/62 1253/11648 | 108/21875 3125/2257792 
9) : 
ci 18/7 < (3 — y6) 15/8 2744/1755 8/7 243/49 
c 5/28 ai +6) __ 5/32 125/832 1944/21875 15625/100352 
ec, 54/7 0 25/4 9604/1755 32/7 729/49 
cs 25/14 ER +2 y6) 25/16 625/416 23328/21875 | 78125/50176 
| 
2 0 = a2) 0 0 0 | 0 
ei 81/7 0 125/12 16807/1755 64/7 | 2187/98 
es | 125/14 (16 + Y6) 125/16 3125/416 | 139968/21875 | 390625/50.176 
ec 1 z (16 — 6) 4/3 7/5 8/7 | 19/14 
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4. Beispiele 


Um zu zeigen, daß unsere Integrationsmethode zieht, Di or una 
i i i i ischen Lösung v 
it. A dern auch praktisch mit Vorteil zur numeris g\ er 
en ern werden kann, bringen wir im folgenden einige Beispiele‘) 


| thode besonders deutlich werden, wenn 
ir möchten bemerken, daß die Vorteile unserer Me nde 
eine A hohe Genauigkeitsforderung a N In er 
- -Kurra-Verfahren erforderliche sehr ıt € | 
e pa der Abrundungsfehler ungenau und außerdem sehr are er A | 
ne Methode wesentlich höhere h-Potenzen der ng rün. RR: me 
Ableitungen miterfassen, können wir eine re erg Ke a 
öti r die N 
Kurta-Verfahren verwenden und benötigen dadurch Zut = ee 
i lektronischen Rechenanlage eine wesentlich ürzere eit. 
en ner Eindriek vermitteln was unsere Methode in dieser Hinsicht zu leisten vermag). 


Beispiel 1 
Differentialgleichung: 4’ = cos? y 
Anfangswerte: ee 
Exakte Lösung: y=arctgr 


Zahl von 
h Integrations- 
schritten 


RUNGE-KUTTA 1/1200 1200 
Transf. Methode: m = 0 1/320 320 
m=1ı | 1/88 58 4 
m=2 | 1/40 40 Fi 
m=3 1/24 24 4 
m=4 | 1/16 16 1 
Beispiel 2 
Differentialgleichung: y’"= — 4? y'’ — 12xy 
Anfangswerte: =, y-0I, Y„-(,y’=2 
Exakte Lösung: y= sin (&?) 


Rechenzeit 


Zahl von 

t t - 
"sten |absotut | „818 
sec, 


RUNGE-KUTTA-ZURMÜHL 1/2000 6000 1879 | 100 

Transf. Methode m = 0 1/480 1440 842 44.8 
m -l 1/160 480 397, Just 
m=2 1/72 216 243 | 12,9 
m=B 1/40 120 170. |, 29:0 
m=4 1/24 72 1277 | 8 


°) Die Runge-Kurra-Koeffizienten dieser Tabelle li 
des beschränkten Wertes dieser Genauigkeitssteigerung 
unter Nr. 4. 


efern y sogar bis Am+6 einschließlich genau. Bezüglich 
für y allein vergleiche man jedoch unsere Ausführungen 


4) Ein Beispiel für eine Differentialgleichung zweiter Ordnung findet sich in der oben zitierten Arbeit 2), 


2 °) Die Beispiele wurden auf einer IBM-704-Maschine unter Verwendung einer vom National Bureau of 
Standards, Washington, D. C, entwickelten 20-dezimaligen interpretativen Routine berechnet. 
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Natürlich kann man unsere Methode auch umgekehrt dazu benutzen, eine Rechengenauig- 
keit zu erzielen, die beim Standard-Runeer-KuTra-Verfahren selbst bei Verwendung extrem 
kleiner Schrittweite, d. h. extrem langer Rechenzeit nicht mehr möglich ist. 


Wir möchten noch auf einen weiteren Umstand aufmerksam machen. Unsere Methode 
liefert die Ableitungen unserer Lösung mit der gleichen Genauigkeit wie die Lösung selbst. Dies 
erscheint uns wesentlich, da eine weniger genaue Ableitung der Lösung auf dem Wege über die 
Differentialgleichung auch die Genauigkeit der Lösung selbst für den nächsten und die folgenden 
Schritte ungünstig beeinflussen muß. Wir verweisen in diesem Zusammenhang auf Beispiele 2 
und 3. Die dortige Überlegenheit unserer Methode auch für m = 0 verglichen mit R. ZURMÜHLs®) 
Formeln erklärt sich aus der größeren Genauigkeit unserer Ableitungen y’ und y’’ bzw. y’ und y’”. 


Beispiel 3 
Differentialgleichung: y'’" = y 
Anfangswerte: =: U IM y’ —=|1, y’ =1, N? een]. 
Exakte Lösung: Yet 
Aysy -Vera 
0 


Rechenzeit 
Zahl von 
h Integrations- To- 
schritten |[*bsolut Ben 
sec. %, 
-1:70° 
RUNGE-KUTTA-ZURMÜHL 1/1000 5000 1450 100 
Transf. Methode: m = 0 1/252 1260 688 47.4 
m — 1/72 360 272 18.8 
m—=2 1/30 150 154 10.6 
m—3 1/16 80 106 2.3 
m=4 1/12 60 97 6.7 


a? 


Viele (idealisierte) Probleme z.B. der Himmelsmechanik sind für unsere Integrations- 
methode zugänglich, und die dort erforderliche Genauigkeit hat mit zur Entwicklung unserer 
Methode geführt. 


Manuskripteingang: 9. 10. 1959 


Anschrift: Dr. E. FEHLBERG, 2113 Fairfax Street NE, Huntsville, Ala., USA 


6) R. Zurmünr, ZAMM 28 (1948), S. 173—182. 
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Zur Frage der Fehlerabschätzung 


beim Verfahren der harmonischen Balance N | £ 


Von P. SAGIROW ee 


u 


ie h ische Balance liefert uns für die Frequenz und Amplitude einer periodischen Lösung von ( 
A nl an. Die Fehler, mit denen diese Näherungswerte behaftet sind, bleiben jedoch unbekannt. 


vorliegenden Arbeit wird ein Verfahren vorgeschlagen, das in sehr vielen Fällen eine sukzessive 
ee des Te und eine anschließende Abschätzung des Amplitudenjehlers nn Dabei 
wird festgestellt, daß im allgemeinen schon ein geringer Frequenzfehler einen großen Amplitudenfehler nach 
sich zieht. 
Ein Beispiel wird durchgerechnet. 
For the frequency and amplitude of a periodic solution of (1) the harmonie balance yields certain values @n 
and an. The errors, however, of these approximate values remain un h £ 


In the present paper a method is proposed which permits a successive estimation of the frequency error 
and a following estimation of the amplitude error for many cases. Here it is stated that in general a small 


frequency error already implies a large amplitude error. 
An example is calculated. 
IIpm6nmkeHnHuble 3HAYeHUA ©, MH an YACTOTBI U AMINIUTYABI TepHOoANYecKoro pemieHun 


ypasnenus (1) MOTyT ÖbITb HAauNeHLI MEeTONOM TAPMOHHYECcKoTO ÖanaHnca. OumOka 9TuX 
IPHÖJMSKeHHBIX 3HAYeHMÜ OCTaeTcH HEeH3BECTHOU. 


B HacTonmeii pa6oTe IpenIaraeTcaH MeToA, I03BOAAMIMUÄ B IeJIOM PANe CJIy4yaeB IyTeM 
TOCHIENOBATEABHBIX IIPHONMSKEHHÜ OMNEHHTB OLIHÖRKY IIO YACTOTE, A 3ATeM H OILIMÖRY IIO AMILJIM- 
Tyne. ORasbIBAaeTca, YTO YiRe HE3HAUNTEJIBHAA OIMIMÖRA IIO YACTOTE BJIeyeT 3a co0ol 6OABIIYIO 
OIIHÖRYy MO AMIIIHTYAE. 


PaccmaTpuBaetca IIpuMep. 


1. Einleitung 


Zur Bestimmung periodischer Lösungen nichtlinearer Differentialgleichungen benutzt man 
in den Anwendungsgebieten oft das Verfahren der harmonischen Balance. Man geht dabei von 
der Annahme aus, daß die gegebene nichtlineare Differentialgleichung, z.B. 

d2 dig 


dx 
de ae Te nr Fa tra ur (1) 


eine periodische Lösung besitzt, die von einer Sinusschwingung wenig verschieden ist, setzt dem- 
entsprechend x = asin & f (mit zunächst unbekannten a und ®) und entwickelt die nichtlineare 
Funktion /(@) = / (asin ot) in eine Fourıer-Reihe. Für eine eindeutige und ungerade Funktion 
-f(x) erhält man 


2x 
® 


; : 1 
(a) = flasin wit) = B, sn.ot + .«-. , B,=B(eQ = = f(a sin u) sin u du. 
0 
Vernachlässigt man alle höheren Harmonischen der FOURIER-Entwickelung, so bleibt 


f@) = B,sinot = Bi \ 
a 


(2). 


. Diesen Näherungswert setzt man nun in (1) für /() ein und erhält dadurch an Stelle der 
nichtlinearen Gleichung (1) die ‚„‚harmonisch linearisierte“ Gleichung 
a ee © di B 
a 
m 1] m—1 1 BE Fr In-i55 ir Im EA) t=0 FE WER, & (1). 
di di di a 

Die Unbekannten aund » werden jetzt aus den Bedingungen gewonnen, denen die Koeffi- 
zienten von (1’) genügen müssen, damit (1’) eine periodische Lösung x = asin wtzuläßt. Nähere 
Angaben über dieses Verfahren findet man beispielsweise in [1], [2], [3], [5]. 

‚Dieses Verfahren führt bei Gleichungen beliebig hoher Ordnung und bei sehr verschiedenen 
Nichtlinearitäten relativ schnell zum Ziel, hat aber zwei wesentliche Mängel: 1. Die Annahme, 
er (1) in nn periodische Lösung besitzt, ist recht willkürlich, 2. Ist eine periodische 

osung tatsächlich vorha ‚as 7 aus °S sergebniss X b sei 1 

g ö vorhanden, was z.B. aus Versuchsergebnissen bekannt sein kann, so liefert 


Ca FENDER Verfahren zwar eine Näherung, gibt aber keinerlei Auskunft über den möglichen 


ı). 


Ri 


ER 
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\ Die vorliegende Arbeit behandelt nur die zweite Frage. Unter gewissen Voraussetzungen 

‚ wird gezeigt, daß falls (1) eine periodische Lösung (4) besitzt, die strengen Werte der Frequenz & 
und der Amplitude a der ersten Harmonischen dieser Lösung den Ungleichungen (22) bzw. (23) 
genügen, während die restliche Reihe 


oo 
& („ceosnwt-+b,„sinnwf) 
n=3,5,... j ; 

durch (17) abgeschätzt werden kann. Aus (22) folgt, daß der strenge w-Wert in einer gewissen 
Umgebung des Näherungswertes &, der harmonischen Balance liegt, d.h. es wird eine Fehler- 
abschätzung ® = ©, + Aw erzielt. Der Amplitudenfehler ergibt sich dann aus (23). Er ist im 
_ allgemeinen auch bei kleinem & recht groß. Die Anwendung des Verfahrens wird an einem Bei- 
BE spiel erläutert. 

2. Bezeichnungen 
Folgende Bezeichnungen werden benutzt: 


KD)=rnD® +1, Dir... +_1D-#r1: D= 


L(nio) = X(n oo) +iY(n o), 
X(n o) =X,(0) EX, = Im — Im—eln ©)? + Tm—ıln WE — +: >|, 


Y(n o) = Y,(o)= Y, = Im-ın 0 — Im_s(n 8) + — +: |, 


In = |L(nio)|, 

—m=argL(niw), 
2= 5 (q„cosnuU-+ b,sinnu), Dot. 
3 n=3,D,ass 


3. Ansatz 
Gegeben sei die Differentialgleichung 


DIT HIST FERN. EEE (3). 
e Die Funktion f(x) sei eindeutig, stetig und ungerade, ihre Ableitung sei beschränkt: f(— x) 
= —f); |f@| = M. Der Grad von L(D) sei m = 3, die Koeffizienten von L(D) seien reell. 
- Einige weitere Voraussetzungen werden im Laufe der Ausführungen getroffen. 

In Erweiterung des Ansatzes = asino@t der harmonischen Balance suchen wir die 
periodische Lösung von (3) in der Form 


Hieedsn ol > (a,conwtt b,.sinnwntl. „cum (4). 


EA PR 


Entwickelt man unter den gemachten Voraussetzungen die Funktion f(x) = f(x{f)) in 
eine FOURIER-Reihe, so erhält man 


len (A, con ot JsB,sin nd he 549.0) 
Be1,3,0,.. 
mit den Koeffizienten 


2r 2x 
1 A ı 
An = | Iasin u + 3) cosn wau; Bu= [Heasin u + 2) sin wa rl: 
IT 3 7 3 
h) N) 


Das Einsetzen von (5) in (3) führt auf die lineare Differentialgleichung 


UDz=— 3° (A,csnot+B,sinnol) .. „2... 
n=1,3,5.... 
mit der Lösung 
1 A„cos(not+ 9) + Bu sin (not + 9) 
= — E 
n=1,3,5,... 
oder nach einer einfachen Umformung 
= j — A„sin@, + Bun COS .. 
ad) = — PS} Be Bu sin In, cosnwt + —— “a en Rn ment (8). 
n=1,3,5,... 


ri 


w er: in u < ] 
a, Du das unendliche 


1973 iSE 


Ze 
= ar ah 
_—Asingn + Boos _ Ya 
L, le u 


\ ; f FR u Fu Br gr m wer Pr nr Eu 
a cos Pu nn Bn Sun; = Gr tanod per 


m a 


rg In 7 Ba cos pn. Be 
a Te Fe 


m 2 


x 


4. Mache der Restreihe Pa a ae 


Wir wenden uns zunächst den beiden letzten u Gleichungen von u zu und erhalten dı 
Quadrieren und Summieren BIST & 


2 | A 
az, + = an 7 (n = 3 ;® ri: | Der 5 ee Ei >. V). | 
u 


> N: Für die Koeffizienten A, und B,„ der FovrıEr-Reihe (5) gelten die Abschätzungen | h 
Bi IA, < <— 2 Ben , IB,| <s- Er = a 2 ad, 
Ta 2 f% 
ES = wo V?” f(x(u)) die sin von ag auf dem Intervall hr 2] der u-Achse bezeichnet. 

ER Definitionsgemäß ist 


Be Vir feet) = sup & ed) New),  wel,2a]. 
Br Benutzt man vorübergehend die Bezeichnung (ur) = X, so ist 
Mur +)) — en) = — Mo) — | <M nr — | =M |e(urr) — Au 
und deshalb ’ > 
ver/ fla(u)) < <M sup 3 |e(ur 41) — z(ug)| = Wr a5 sr nr (12). 
Aus (4) erhalten wir aber: 


Ver) Vr (a sinut (a, cosnu-+t b„sinn 2) < V5” asin u 


n=3,5 


© © R y 2 
+ N Vya+bisin(nu+y)=4a+4 #3 DA Bi 


<s4a+4 5 ati Var Kata). 


T* 
PROR, 


3 Setzt man das in (12) ein, so bekommt man die Ungleichung 


Verein MS 1 I). 


n=3,5,.. 
Unter der Voraussetzung 
BrMm—T = 1 
\ — = 3,62 M en. 13 
„ Kee n > 


folgt hieraus 
4aM 


Ve) s - m TRIER (14). 
1—3,62M 3) .- 
n-$3... In 
Für a, + b} ergibt sich jetzt aus (10), (11) und (14) die Abschätzung 
8 4aM 2 
2 I a“ ra 
a +b2< ze ne[2 m ne A (15). 


1— 3,62 M 2 = 


naß,d,.. N 


\ 


[& - - ei 
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\ Diese Ungleichung gibt uns die Möglichkeit, die beim Verfahren der harmonischen Balance 
vernachlässigte Restreihe 2 in (4) abzuschätzen. Es ist 


BE > Var Boa e Apart (16) 
3 N= 2 Kr 
oder endgültig 
>> s- is. 4 > IR (17) 
En ‚62 n=3,5,.. 


Diese Formel gilt nur unter der ee (13). 


5. Gleichungen zur Bestimmung von » und a 
‚Ungleichung zur Bestimmung von & 


Wie kehren jetzt zu (9) zurück und betrachten die beiden ersten Gleichungen. Wir benutzen 
_ die Beziehungen cos 9, = Xy/L,, sin 9, =—Yı/L, und schreiben die Gleichungen (9) in der Form 


AR BN DO 
= AYı BB X =an) 
woraus nach einigen Umformungen folgt: 


a Yı(») = — A, 
aXx,(o) = — | 


Die linken Gleichungsseiten enthalten nur die Unbekannten w und a, die rechten Seiten 
hingegen sämtliche unbekannten Amplituden a, qay, by. 


Wir formen die Ausdrücke (6) für A, und B, um: 


2 


no [feimus genannt Ieno+z- Km 
ö 


1 : 
— 1 rc u) cos u du + 15 Kia sinz+%9 2) cos u du (el<D. 
IT IT 3 3 
0 0 
Das erste Integral verschwindet: 
PA 
z [ra sinu)cosudu=0, 
7 
Ö 
das zweite Integral bezeichnen wir mit 


= [2 Pfasinu + 9 gs wu 
IT 3 3 


und erhalten 


A; = 1 R 
In ähnlicher Weise bekommt man 
B, == B, ER Pı ’ 
wo 
2n 2n 
"= 1 ar NOER: 
DB, — = [1 sin u) sin u du, Di E [z -/ (« sin u er 0) 2) sin u du 
hr a 
ist. 


Wir können also das System (18) durch folgendes System ersetzen 


a Yı(o) = — a EN HE ob at (19). 
aXılo) =—B, —fı 


” r & .S 
% > y 

x s te P ne 
We 4 w dir 
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Im System (19) ist nichts vernachlässigt; würde man die Größen «, und ß, kennen, könnte 


i je icht bekannt sind, 
man aus (19) die genauen Werte von o und a ermitteln. Da jedoch a, und ß, nicht be 1, 
stößt EN Re Schwieriglietien: Um diese zu umgehen, werden bei der Anwendung der harmoni- 
schen Balance a, und ß, einfach vernachlässigt und die Näherungswerte @, und a, aus dem 


System 
ST en 

a, Xı(@,) = — B,(a,) ö 
berechnet. Der dabei entstehende Fehler bleibt unbekannt. 


Wir beschreiten einen anderen Weg, indem wir aus (19) zur Bestimmung der Frequenz 


eine Ungleichung gewinnen. Die Funktionen a, und ß, können leicht abgeschätzt werden: 


Era 4 | 
la ern 3 - || - |eos u] » \dul = —M max 2 £ 
gar 
Das Gleiche gilt für |ß,|. Benutzt man jetzt die Abschätzung (17), so erhält man 
4,64 M? | i 
|, Blend Ben: In. 


1—3,62M 9 alas 


n=3,5,... n 


Damit bekommen wir aus (19) folgende Ungleichung, welcher der strenge Wert von ® 


genügen muß: 
|Yılo)] S #0. ae 2 ee 


Diese Ungleichung gilt wiederum nur, wenn die Bedingung (13) erfüllt ist. 


6. Abschätzung des Fehlers der harmonischen Balance 


Bevor wir zum Hauptziel unserer Untersuchung schreiten und (22) zur Abschätzung des 
Frequenzfehlers der harmonischen Balance benutzen, wenden wir uns der Bedingung (13) zu, 
wobei wir im Hinblick auf das Weitere (13) durch die schärfere Forderung 


= 1 
3,62 M a a En 
Ben 


ersetzen, wo A so beschaffen sei, daß x in (21) nicht übermäßig groß wird. 

Die Bedingung (13’) bedeutet, 1) daß die Funktionen f(x) mit senkrechten Tangenten 
(M = 00) auszuschließen sind (M braucht aber nicht unbedingt klein zu sein; siehe weiter unten 

oo 
das Beispiel, wo M =3 ist) und 2) daß N «(1/L,) hinreichend klein sein muß. 
n=3,5,... 

Wir schließen den Sonderfall X(®) = Y(w) = 0 aus. Dann ist 1/|L(i ®)| als Funktion von 

& betrachtet eine im Endlichen verlaufende Kurve, die von einer gewissen Stelle an monoton 


oo 
nach O0 abnimmt, so daß aus @& > o, stets folgt 1/|L(i @g)| < 1/|L(i o,)|. Die Reihe 3 1/L, 
n=3,5,... 
konvergiert für hinreichend große & sehr schnell. Man kann also immer ein &, so wählen, daß für 


© > @, die Bedingung (13’) erfüllt ist. Dabei braucht _, gar nicht sehr groß zu sein, denn das 
oo 
erste Glied der Reihe % 1/L, entspricht ja dem Werte ® = 3 @,; die Monotonie ist also nur für 
n=3,5,... 
© >30, erforderlich. 
Wir fassen zusammen: Um der Forderung (13’) zu entsprechen, müssen wir uns auf die 
Untersuchung der periodischen Lösungen (4) mit @ > o, beschränken, wo &, geeignet gewählt ist. 
Wir kehren zurück zu (22) und beschränken uns der Einfachheit halber auf Differential- 
gleichungen (1), in denen L(D) ein Hurwırz-Polynom ist. Dann ist 


\Yı(o)| = rm—ı © |(w — o},) (0? - 1Oy7) a (ee 2779) 


WO On1 On», @pr die Näherungswerte der Frequenz sind, die uns das Verfahren der har- 
monischen Balance liefert. Aus (22) folgt 


(® — ol) (oh) (m — oi)| S— 


oO, Im—ı 


wobei x,für den Wert » = w, zu berechnen ist, Sollten einige der @z; kle 


hi iner als @, sein, so müssen 
wir wegen der Annahme & > wo, auf ihre Untersuchung 


verzichten. Für diese Werte ist aber 


ee a EERLEGE DM OH IENNDRE —— 


= 


v 
F 
A 
- 
2 
1 
e- 
> 
2 
K 
E 
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\o: — Ri > 6, wd= us Io — @};| bezeichnet. Deshalb gilt für die übrigen (rechts von @, 


_ liegenden Werte On die wir wieder neu fortlaufend numerieren) die Ungleichung 


ie 2 WE E Fe ZEN 
(@ Or) (0? — @p) (e— 05.) = ANETRERRE or 
und weiter 
% 


Op Tm—ı KT? (0, + Or) (®g + Or)" (wo + Onp) 


(® — @r1) (® — @p2) * *  (w — Orp)| S 


Es sei 
Mi < Op<rr- < dp» 


Untersuchen wir beispielsweise den Näherungswert @;.. Der strenge wy-Wert liege im 
Intervall (IL) ı +n<w<@s—n. Dann ist | — o|>n für i=1,3,4,...,p und 
deshalb 

%o 
Op m FTP (+ Op) (wo + Or) PT! 


d.h. ®, liegt im Intervall (I) aa — Hs <o<wmnt+t&Hn It ıtn<w—e, und 
Or —N > Opa + &, SO Ist es uns gelungen, aus der schwächern Annahme (/,) die schärfere 
Folgerung (/,) zu ziehen. 

Nun berechnen wir x von Neuem, nicht mehr für & = o, sondern für & = ag — & Es 
ergibt sich x, < x, und damit eine bessere Abschätzung |» — @73| < & < &, usw. Auf diese 
Weise erhalten wir immer schärfere Abschätzungen des Betrages |» — wa], wobei e einem ge- 
wissen Grenzwert zustrebt. 

Nachdem für & die endgültige Abschätzung |» — @,| < &* gefunden ist, wendet man sich 
dem Amplitudenfehler zu. 

Die zweite Gleichung (19) kann wegen der Abschätzung (21) für |ß,| auch in der Form 


Ka= Ba). En, EEE EN 


geschrieben werden, wo K= —[X,(o) + 9 x], |] < 1, ist. Die Araplinnide a erhält man bei 
graphischer Lösung als Abszisse des Schnittpunktes der Kurve y = B,(a) mit der Geraden 
y= Ka. Wir bestimmen nun mit Hilfe der endgültigen Frequenzabschätzung |» — o,| < &* 
und unter Beachtung des entsprechenden x-Wertes die Extremwerte von K und bringen 
Yy= Kmax: a und Yy= Kyin-a zum Schnitt mit y = B,(a). Die Abszissen der Schnittpunkte 
begrenzen dasjenige Intervall, in welchem die Amplitude liegen muß. 

Wir beschränken uns auf diese skizzenhafte Darstellung des vorgeschlagenen Verfahrens 
und bringen anschließend ein einfaches Beispiel, das die Anwendbarkeit der Methode demon- 
strieren soll. 


|o — @p3l = — IE 


7. Beispiel 
Wir benutzen die gewonnenen Abschätzungen und das vorgeschlagene Verfahren zur 
Untersuchung der möglichen periodischen Lösungen der Gleichung 
eh? 
Von der Funktion f(x) nehmen wir an, daß sie allen oben getroffenen Voraussetzungen ent- 
spricht und M =3 ist. 
In unserem Fall ist 


X(o) =4—2w, Y(o) =w(3 — w?), 
I EEE Re 
L  |L(o)| Y4(o? — 2)? + @2(w? — 3)2 


D 
L 


0 7 VAavV 2 3 [7] 
Bild 1 


Der Verlauf von 1/L zeigt bei o = — Y7/3 ein Maximum; rechts vom Maximum nimmt 
der Wert 1/L monoton ab (Bild 1). Wir stellen rechnerisch fest, daß die Bedingung (13’) für 


o=1 erfüllt ist, denn es ist: 


“2 
4 
[2 


1.Schritt. Fre>list _ = a: FOR 
B>; 1 0,065; art u Ed i 
Yol=lo(lo—-B)e+WBl<13, 
1,3 mei ä : 
Pisa FI 
1,3 i uf 
2 as 1(1 +3) eo 


Wir können diese erste Abschätzung gleich verbessern, denn aus ihr folgt & > Y3— 0,8 > u 


Wegen & > 1 bekommt man 


und damit 13 ri 


an Vi 
el ar 4 
Verbessern wir auf dieselbe Weise weiter, so erhalten wir als Endresultat des ersten Sehrittes. 
- i a 
lo 1 y3] a 0,29 » 74 E 


2. Schritt. Aus der letzten Abschätzung folgt & > 1,44. Unter dieser Voraussetzung 
berechnen wir von neuem die Summen NY 1/L, usw. und erhalten 


n=3,5,.. 
wer! = 1 
— < 0,02; —— < 0,006; x < 0,33. 
een BER n In 


Hieraus folgt die bessere Abschätzung 
Io — 3] < 0,06 . 
3. Schritt. Jetzt ist > Y3 — 0,06 und demnach 


B >= 0,0143 ; >: = 0,0039 ; x < 0,193 
n=3,5,... n=3,5,... 


und & 
lo — Y3] < 0,034. 

Setzen wir in derselben Weise fort, so erhalten wir immer engere Schranken. Das mögliche 

@-Intervall kann jedoch nie auf einen Punkt zusammenschrumpfen, denn die kleinstmöglichen 


Werte von b5 l/L,und N 1/nL, sind jedenfallsfür & < 3 zu berechnen. Sie sind also größer 


n=3,5,... n=3,5,... 
als diejenigen für & = 3 und diesen würde die Abschätzung 
\® —y3] < 0,0267 
entsprechen. 
Wir beschränken uns im Weiteren auf das Ergebnis 


\o— y3]| < 0,03. 
Mit dieser Abschätzung und mit dem entsprechenden Wert von x erhält man für die Extrem- 
werte des Koeffizienten K = — (X,(®) + 8x) in (23): 
Kin = min [— (X,(®) + 8%)] = 1,61; Kuax = max [— (X,(®) + 0x)] = 3,39. 


Der dem Näherungswert @&, entsprechende K-Wert ist (da man in diesem Fall x = 0 zu 
setzen hat) 


K, = 2 - 
Wir zeichnen in der (a, y)-Ebene die Geraden Y= Ruin: a und y= Koax: Q. 
. Die Kurve B,(a) liegt wegen |f‘(x)| < M = 3 rechts von der gestrichelten Geraden mit dem 
Richtungskoeffizienten 3 (Bild 2). . 
Die Schnittpunkte von B,(a) und K(a) entscheiden über die Amplitude a. 
Wir sehen, daß in Abhängigkeit von der Funktion (x) sehr verschiedene Fälle möglich sind. 
1. Die Kurve B,(a) kann ganz im Bereich 7 liegen (wenn fa) =3x + sg(x), also fast 
linear ist) oder ganz im Bereich I/II (wenn /() eine große Unempfindlichkeitszone besitzt). In 


en 


| Tees migfih, dkB Bu (ayeRt Auer von g = Ra: amt y = Be) er DM 

5 esm ee ER. 
Far mare gene nn ee 
L BE REER IR EONEINE SURARDE EB a< 


Omin Omas 
Bus Bild 4 


Zu untersuchen bleibt noch die Restreihe 2- Für sie erhalten wir aus (17) 


E ..3,62-3a F:,. 
Ber | PEFLTIT Beh Br 
d.h. es ist ; Er 

‚ j x Ss 0,05 A. Eee 


Wir fassen die Ergebnisse zusammen: 
1. Wenn die Gleichung (*) eine periodische Lösung mit einer Frequenz & > 1 besitzt, so 
kann diese Frequenz nur den Wert » — 3 + 0,03 haben, d.h. die Abweichung der Frequenz 
vom Näherungswert o, = Y3 der harmonischen Balance beträgt höchstens 2%. 2 


2. Die Lösung weicht > einem sinusförmigen Verlauf nur sehr wenig ab, denn für die 
Bestreihe gilt » = 0,05 a, d.h. die Abweichung von der Sinuskurve beträgt höchstens 5%. 


ri 


3. Die Ftilunien 1. und 2. sind von der Nichtlinearität weitgehend unabhängig; nur 
f&—- 2) = — /(@) und |f(@)| < 3 wird vorausgesetzt. 
4. Die Bestimmung der Amplitude und des möglichen Amplitudenfehlers ist nur bei ge- 
naueren Angaben über die Funktion f(x) möglich. Ist 


2x 
B,(a) = n fre sin u) sin u du < 1,61 a oder > 2,39 a 


50 existiert überhaupt a periodische Lösung (4) mit © > 1. 

Verläuft aber B,(a) auch im Bereich II, so kann für die Amplitude a ein gewisses Wert- 
intervall angegeben werden. Die mögliche Abweichung vom Näherungswert der harmonischen 
„Balance ist recht groß, sie kann u. U. größer als der Näherungswert selbst sein. 
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Die Totalreflexion einer kugelförmigen Kompressionsiront 
an der Trennungsebene zweier elastischer Medien > 


Von K. HASSELMANN 


; i —ei jeßlich der v. Schmidt- 

j imtliche bei der T'otalreflexion auftretenden Stoßfronten einschließlich d« ı 
ne ne Durch rn der Bezeichnung erhält man re Hs Totalreflexion 
einer harmonischen Kugelwelle. Das Problem wird in der akustischen Näherung (kleine törfelder) behandelt. 


i ; J ; _ in the total reflexion of a spherical 
k waves — including the v. Schmidt head waves that occur in k L ! 
Be, en une By changing the notation the total reflexion of a ‚harmonie spherical wave is 
obtained. The problem is treated in the acoustic approximation (small perturbation fields). 


Onpenenniotcst Bce yAapHbIe BOJIHbI, BETPeyamumecn IIpu va OTPasKeHHM Re 
yeckoli ylapHoli BOJIHBI, BR/IOYAA MH TOJOBHYIO BoAHy boh Ilmmara. Ilpu -_— 3aMm ou 
0603HAaUeHHÄ MOJAIYYAeTCH OJIHOBPEMEHHO MH IOJIHOE OTPAsKeHME TAPMOHHYECKO SESTERE 
BOSIHbI. Bazıaya pemmaercH B AKYCTHYEeCKOM IIPHÖJIIGKEHUN (T. €., PACCMATPHBAIWTCH HEeÖOJILIIHME 
TIOJISI BO3MYINeHMÄ). 


In der vorliegenden Arbeit werden die Stoßfronten ermittelt, die beim Auftreffen einer 
kugelförmigen Kompressionsfront auf die Übergangsebene von einem schalldichteren zu einem 
schalldünneren elastischen Medium entstehen. Vorausgesetzt werden schwache Fronten, auf die 
die linearisierten Bewegungsgleichungen anwendbar sind. Auf Grund einfacher Strahlengang- 
betrachtungen wird man zunächst je zwei reflektierte und gebrochene Fronten erwarten. Daneben 
treten jedoch noch drei bis fünf weitere Fronten auf, die sich mit Hilfe der geometrischen Akustik 
nicht mehr erklären lassen. Sie sind von O.v. Schmipr [1] an Hand seiner bekannten Knall- 
wellenaufnahmen als ‚„Kopfwellen‘“ gedeutet worden, die von den ‚gebrochenen Fronten an 
der Trennungsebene ausgestrahlt werden. Bisher ist es erst für den einfachsten Fall der Total- 
reflexion einer harmonischen Kugelwelle an der Trennungsebene zweier Flüssigkeiten gelungen, 
eine solche Kopfwelle zu berechnen (H. Orr [2])?). Sie ergab sich als Effekt zweiter Ordnung 
aus der Integraldarstellung der reflektierten Störung, die mit funktionentheoretischen Mitteln 
näherungsweise ausgewertet wurde. Eine Anwendung dieses Verfahrens auf den wichtigeren Fall 
der Totalreflexion in elastischen Medien erscheint jedoch aussichtslos, da die Reflexions- und 
Brechungsfaktoren, welche dazu explizit vorliegen müssen, äußerst kompliziert werden. 


Es wird hier nun eine einfache Methode zur Ermittlung sämtlicher Fronten entwickelt, 
die sich auf beliebige Mediumpaare anwenden läßt. Ausgangspunkt der Methode ist die von 
J. Nırsche [9] auf Anregung von W. TorLLmren behandelte normale Reflexion und Brechung 
einer kugelförmigen Stoßfront an der Trennungsebene zweier Flüssigkeiten. In diesem Falle 
treten keine Kopfwellen auf, da sich die gebrochene Front langsamer als die einfallende Front 
ausbreitet. Im Falle der Totalreflexion wird nun zur Erfassung der Kopfwellen, welche einen 
Effekt zweiter Ordnung darstellen, die Methode von NITscHE um eine Ordnung erweitert. Ferner 
werden die Ansätze in naheliegender Weise verallgemeinert, um die in elastischen Medien zusätz- 
lich auftretenden Scherungsfronten mitzuerfassen. Neben Stoßfronten lassen sich mit der gleichen 
Methode ebenfalls periodische Wellen behandeln, wobei die Ergebnisse des einen Falls unmittelbar 
auf den anderen übertragbar sind. 


I. Die Fortpflanzung von Unstetigkeiten in elastischen Medien 


Die Bewegungsgleichungen für die (kleine) Verschiebung 8 in einem isotropen elastischen 
Medium lauten: 


0, = (2u + A) graddivs — urotrote ou ($-17 


(A und « sind die Lam&schen Elastizitätsmoduln, o ist die Dichte des Mediums). 


!) Dissertationsauszug. Herrn Prof. Dr. W. Torımirx bin ich für die Anregung zur vorliegenden Arbeit 
sowie für die mir im Max-Planck-Institut für 


Strömungsforschung gewährte Unterstützung zu aufrichtigem 
Dank verpflichtet. 


2) Siehe ferner [3], [4], [5], [6] und [7]. Bei dem etwas anderen Problem der Ausbreitung der Störung, 
die durch einen Spannungsstoß längs einer Geraden auf der Oberfläche eines elastischen Halbraums erzeugt 
wird, fand weiterhin F. SAuTEr [8], daß eine Kopfwelle in Form einer singulären Fläche auftritt. 
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7 En ’ I r: = en an tu rk un ae TR 
ich durch zwei Typen von Grundlösungen befriedigen: Bei einem wirbelfreien 
ssfeld ist 5 durch ein skalares Potential g darstellbar, welches der Wellengleichung 


> Be . ” ” . - 1 Sg jr " 
mit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit ct -f) a 7 
Per 5 . . [2 A 7 
4 „1% a ge 
R b ; Ja u er et (1.2). Br ; 
e Zr 5 
Im Falle eines quellenfreien Verschiebungsfeldes läßt sich 3 dage i j pr 
lie 2 ; gen aus einem Vektorpotential 
a ableiten, welches die Wellengleichung mit der kleineren Wellengeschwindigkeit Br (u/o)"? er 
e befriedigt: \ f Pr 3 
F- j 1 %a & 
BL. Aa (Ede VE EEE Ei He! OREEE (1.3). ; Be: 
f Die bekanntesten Spezialfälle der Grundlösungen von Typ (1.2) und (1.3) sind die longitudinal ” : 
_ und transversalen ebenen Wellen. Dee Bee rn - 
Wir werden hier vorwiegend Lösungen betrachten, die auf gewissen Unstetigkeitflähen : 
Sprünge in den Spannungen und in der Teilchengeschwindigkeit d — a (oder in deren Ablei- v = % 


tungen) aufweisen. Dabei werden als Kompressionsfronten Flächen bezeichnet, auf denen die 2 
zweite ‚Normalableitung o°ypjon? des skalaren Potentials und folglich die Normalkomponenten 
der Teilchengeschwindigkeit und der Spannung unstetig sind. Flächen, auf denen die zweite Fe. 
Normalableitung von a und damit die Tangentialkomponenten der Geschwindigkeit und der 

Spannung unstetig sind, bezeichnen wir dann nach einem Vorschlag von W. TorımıEx, da hier 
eine Unstetigkeit in dem Wirbelanteil der Verschiebung vorliegt, als Wirbelfronten. Pr 

7 Da sich bekanntlich Unstetigkeitsflächen von Lösungen der Wellengleichung mit der 

; Wellengeschwindigkeit ausbreiten [10], werden die Unstetigkeiten in den Normalableitungen mit 
 Unstetigkeiten in den zeitlichen Ableitungen gekoppelt sein. Als maßgebende Sprunggrößen 
- ” “ E2 - . - . 2 2 
- führen wir daher die Unstetigkeiten in den Ableitungen 2 9; r) und en a(t, r) ein, wo 
4 t 
 ıt,f) = 0 die Gleichung der Unstetigkeitsfläche darstellt. Die Sprünge in den Komponenten 
der Geschwindigkeit und der Spannung auf einer Kompressionsfront lassen sich dann mit Hilfe 
von (1.2) und der Beziehung ; 


je 05; 05;' j 5; 
nt 7 DR 75 7 (1.4) 
2 
„ zwischen dem Spannungstensor o;; und den Verschiebungen s; folgendermaßen durch ®, = % 
ausdrücken: OT 
2 ÖT Or 
E [r,] = Han D,, EDER AR (1.5), 


er? Ar? 
[on =e[z,) "Dr Tom) el) HN - Pr Taaml=0 . 0) 


Die eckigen Klammern bezeichnen Unstetigkeiten. Als positive Richtung der Frontnormalen n 
wählen wir die Fortschreitungsrichtung. Das Vorzeichen der Tangentialrichtung m (in der rz- 
Ebene) wird durch die Bedingung £(r, z)/O(m, n) = 1 festgelegt. 

Auf einer Wirbelfront werden die Unstetigkeiten der Tangentialkomponenten der Spannung 
und Geschwindigkeit im allgemeinen auf zwei unabhängige Sprunggrößen, die den beiden unab- 
hängigen Verschiebungskomponenten tangential zur Front entsprechen, zurückzuführen sein. 
Wir werden uns jedoch im folgenden auf rotationssymmetrische Verschiebungsfelder mit ver- 
schwindenden Azimutalkomponenten beschränken. In diesem Fall reduziert sich das Vektor- 
- potential a auf die skalare Stromfunktion » mit (r, z Zylinderkoordinaten) 


VEIT EUER TPT TEEN 


Aus (1.3) ergibt sich für die etwas modifizierte Wellengleichung: 


17) 1 0/o\ 1 /o\ j 
N. „ee. I ee pe) ee | 1.8). 
ee g2 


_ zurückführbar: 


‘ und auf einer Wirbelfront 2. Ordnung: 


_ die Form: 


sind nun auf-die eine Spa 


Neben Flächen, auf denen die Spannungen und Ges chwir dig 

im folgenden auch sogenannte Fronten 2. Ordnung betrachten, 

tungen dieser Größen Sprünge aufweisen. Bezeichnen wir die U EEERSEENE 
op [08 gar 

®, = Fr} bzw. od, Fa Eid) ’ f j s N 4 BR @ 

so folgen für die Sprünge in den Normalableitungen der Geschwindigkeiten und Spannun 


keit: « 
& u, er 
IeNEe 


einer Kompressionsfront 2. Ordnung: = a 
\ . a4 i \ 2 
0) OT /Or\® e RS BR. 
BE 2 = E7] (in) od, ’ I Um — 0 a ae ee er £ ER 2% 


en 
2 


Bonl-e@iern. |Homn|= el) er zen, [nenn] =0 a. 2, | 


2.120, 2 ee a a 
EE gu an] =0: nel) er u a aM. 


Die sich mit der Geschwindigkeit c* bzw. c“ fortpf anzenden Unstetigkeitsflächen können 
mittels einer Parameterdarstellung beschrieben werder, die im Falle der Rotationssymmetrie 


z=2(d)+ncosd, r=n)+nsind, teni& bzw nle@ Ze & 


annimmt, wobei die Funktionen z,(d) und r,(8) der Bedingung cos d (dz,/dd) + sin dB (dr,/dd) = 0 
genügen. Der Parameter » stellt den von der Front zurückgel: gten Weg dar, während Ö die 
Richtung der Frontnormalen angibt. Neben der Parameterdarstellung werden wir ferner die 
Frontgleichung in der Form 


CHE TEmeLL ZEN 


verwenden. 


Bekanntlich pflanzen sich Unstetigkeiten von Lösungen der Wellengleichung (1.2) — oder 


(1.8) — längs der Normalstrahlen der Fronten fort, wobei sie nach dem Intensitätsgesetz der 
geometrischen Akustik abklingen [10] [11]: 


Din, ©) Dino, ©) la-5b_. 
2, ©) ” | an .  daehD. N R (1.16) 


nos 9) 
a und b sind die beiden Hauptkrümmungsradien der Front an der betrachteten Unstötigkeits- 
stelle®). 7% bezeichnet einen Anfangspunkt auf dem durch ® festgelegten Strahl. Bei rotations- 
symmetrischen Fronten liegt einer der Krümmungsmittelpunkte auf der z-Achse, während der 


andere mit dem Krümmungsmittelpunkt der Meridiankurve zusammenfällt. Man findet somit 
aus der Parameterdarstellung (1.15): 


| 


1 
a=n+r— =; .—— 
] 0 D ER od ee RE 


sin®’ 


°) Es wird hier vorausgesetzt, daß sich die Vorzeichen von a i ä ü 
€ ‚ de und 5 nicht } 
von Stoßfronten beim Durchgang durch Krümmungsmittelpunkte siehe 110). Re 
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II. Die Analogie zwischen Stoßfronten und periodischen Wellen kleiner Wellenlänge 


Die Fortpflanzungsgesetze für Stoßfronten stehen in enger Beziehung zu den Gesetzen der 
geometrischen Akustik, welche die Ausbreitung periodischer Wellen kleiner Wellenlänge be- 
schreiben. Diese ergeben sich bekanntlich aus der Wellengleichung (1.2) durch Einsetzen einer 


Näherungslösung der Form 


9%, 1) = Ayft, t) exp Fr Ext, ) NIRaNeN . an 2.1). 


Die Änderungen der zunächst beliebigen Funktionen A,(t, D) und z(t, f) innerhalb einer Wellen- 
länge 7 werden dabei als klein angenommen. Durch Vergleich der Glieder gleicher Größenordnung 
findet man, daß die Phasenflächen r = const sich mit der Wellengeschwind gkeit c* ausbreiten, 
während die Amplituden A, sich längs der Orthogonalstrahlen dieser Flächen nach dem 
Gesetz (1.16) fortpflanzen. Dasselbe gilt für die Näherungslösung 


(0) 2ri 
7) — Byexp kn ce ) en N (2.2) 


der modifizierten Wellengleichung (1.8). In den Fortpflanzungsgesetzen besteht somit eine Äqui- 
valenz zwischen den Amplituden A, bzw. B, einer Welle mit den Phasenflächen 7 = const und 
den Unstetigkeiten ®, bzw. Q, auf einer Stoßfront r = 0. Es läßt sich unschwer zeigen, daß diese 
Äquivalenz bei Reflexions- und Brechungsproblemen auch in den Grenzbedingungen besteht. 
Das Analagon zu den Unstetigkeiten 2. Ordnung sind dabei die Amplituden A, bzw. B, der ent- 
sprechenden Wellen 2. Ordnung 


r 2. IT N A 
= Ayo ick exp( 5 & 7) a Al (2.3), 
0) j 2ri 
(7) = B, Fre exXp Sa 04 ’) Her BI aaa a (2.4). 
r 2 


Um von dem im folgenden betrachteten Fall der Totalreflexion einer einfallenden kugel- 
förmigen Kompressionsfront zum Fall einer einfallenden Kugelwelle überzugehen, hat man somit 
lediglich die Stoßfronten 7 = 0 durch die Phasenflächen 7 = const und die Unstetigkeiten durch 
die Amplituden entsprechender Ordnung zu ersetzen. 


II. Die Totalreflexion einer kugelförmigen Kompressionsfront an der Trennungsebene 
zweier elastischer Medien. Fronten 1. Ordnung 


Wir betrachten nunmehr eine kugelförmige Kompressionsfront 1. Ordnung, die sich von 
dem Punkt r = 0), z = — h innerhalb eines elastischen Mediums I im Halbraum z<< O ausbreitet 
und an einem elastischen Medium II, das den übrigen Halbraum z > 0 erfüllt, reflektiert und 
gebrochen wird. Es sei &< ci. Beim Auftreffen der einfallenden Front auf die Trennungs- 
ebene z = 0 entstehen zunächst in beiden Medien je eine Kompressions- und eine Wirbelfront. 
Im folgenden werden einfallende, reflektierte und gebrochene Fronten durch einen ersten oberen 
Index e, r oder g und die Art der Front durch einen zweiten oberen Index k oder w unterschieden. 


. Die Parameterdarstellung der einfallenden Front lautet: 
ee red Ed ren (3.1). 


Die Parameterdarstellungen der reflektierten und gebrochenen Fronten ergeben sich aus der 
Bedingung, daß sämtliche Fronten an der Trennungsebene z = 0 zusammentreffen. Wird mit 
dem Index i allgemein ein beliebiges Indexpaar bezeichnet, so erhält man: 


reflektierte Fronten: —z| __ a cos di Kajicos dh, | 
gebrochene Fronten: +2 n' cos d*° | 
hsin®# ,. ER a 2; 
$ 277777 2 )rsind, 
Le 


wobei n? = &/@ und n’sin d = sin ÖrH. 

Bei festgehaltenem # beschreiben die Parameterdarstellungen (3.1) und (3.2) den Weg 
einer Unstetigkeitsstelle, die zunächst mit der Geschwindigkeit A längs des Strahls mit dem 
Einfallswinkel 9°* bis zur Trennungsebene läuft und sich dann mit den Geschwindigkeiten c‘ längs 


der entsprechenden reflektierten und gebrochenen Strahlen fortpflanzt. 
31* 
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"Zur Bestimmung der Unste 
die Grenzbedingungen angewandt. 
vi=vl, Verl, ol,=oll, d,=ol fürz=0 ...... 0A). 


N i intreffen der Fronten an 

Da die Beziehungen (3.4) sowohl eben vor als auch eben nach dem Eintre 2 

einen Punkt engen gelten, muß die Summe der Sprünge in v,, D,, Oz, Und Q,, bei 

z= 0 in beiden Medien gleich sein. Führt man die Sprünge in den Spannungen und Geschwin- 

digkeiten auf die Sprunggrößen ©! und Q/ zurück, so erhält man das von der Reflexion und 
Brechung ebener Wellen bekannte Gleichungssystem: j 

D1® cos a? — D”sin 9" + DI" nP* cos 0° + DI” sin O* — Deco .. .. 

Di sin Dt + Di” nm’ cos 9" — DI® sin 9° + DI” nn” cos" = — Di sind" .. . (8.6), 


ee 5 « > 2 P w 
Di" (n'” — 2 sin? 9%) — Qi” 2n'” cos 9'*"sin 9" 


rw\® > a R une E 
ION, (n— 2 ee sin? ) — 29" 2yn"” cos 9°” sin 9°" = 85 (2 sin? 9°" — n"”) (3.7), 


ES En k 2 2 rw . rw 
Di" 2 cos 9°* sin 9°* + Qi” nn” (cos? 9° — sin? 9"°) 


\ 2 Ar 
+ 81'2y n = cos 9°* sin 9°* — 89” y n’” (cos? 9°” — sin? 9°”) = ©" 2 cos 9°" sin 9°* (3.8). 


nI® 
(= Onlo)) - 


Durch die Tilde sind Werte an der Trennungsebene gekennzeichnet. Zur Abkürzung schreiben 


wir das System im folgenden in der Matrixform M x, = B5* 8, wo M die Koeffizientenmatrix 
und 1, ® die Vektoren 


Di" cos D*k 
Arw R k 
ZA By — — sin d® 
a Di" 2 sin? Jek — nrw 
E. 2 cos dek sin Hek 
darstellen. Die Lösung des Gleichungssystems sei: 
Bi bzw. G- FO, ee 


Die Unstetigkeiten auf den Fronten im Innern der Medien bekommt man nun, indem man die 
Werte der Unstetigkeiten an. der Trennungsebene als Anfangswerte in die Fortpflanzungsformel 
(1.16) einsetzt: 

Dih h Fi (dek) n® cos 


®! bzw. Qi = — ua WERTE 
\ h(n® — 1), h(n® — 1)\)42 

er | = = 

cos d (R + ) (R 4 Cos3 ge ) 


cos dk 


Neben dem Parameter d°% ist zur Festlegung der Unstetigkeitsstelle der Radius R (= n'n‘) der 
einfallenden Front gewählt worden. Für die kugelförmige reflektierte Kompressionsfront ver- 
einfacht sich (3.10) zu 


Di* — Frk (9°f) Ds n j 


Die Formel (3.10) gilt nur für 9° < ö%f,, mit sin 96%, — ne — ck/ck . Für dr > On 
werden die von cos 09% abhängigen Terme der Koeffizientenmatrix M und somit sämtliche Re- 
flexions- und Brechungsfaktoren F(Jek) komplex. Von den Parameterdarstellungen der Fronten 
wird ferner die der gebrochenen Kompressionsfront komplex. Das Auftreten komplexer Sprung- 
größen bedeutet offensichtlich ein Versagen unserer Methode im Bereich der Totalreflexion 
De > Veh. Im Falle einer einfallenden harmonischen Kugelwelle tritt diese Schwierigkeit 
dagegen nicht auf, da komplexe Amplituden lediglich eine Phasenverschiebung gegenüber der 
einfallenden Welle darstellen. Man kann diesen Vorteil für Sinuswellen auch für Stoßfronten 
ausnützen, indem man die einfallende Kompressionsfront durch ein Fovrikrintegral über Kugel- 
wellen verschiedener Wellenlänge darstellt. Auf diese Weise läßt sich zeigen, daß komplexe 
Sprunggrößen auf einer reellen Stoßfront logarithmische Singularitäten zur Folge haben. 


scheinen darin stets wesentlich stärker als di rmal reflektii 


| iche, während die komplexen gebrochenen Fronten kein 


..IV. Fronten 2. Ordnung (v. Schmidtsche Kopfwellen) 


Be sich von der Trennungsebene 
aus in beide Medien hinein ausbreiten. In ; " yedi 
Bild 1 sind die Fronten zu einem ent- Da Ge 
sprechenden Zeitpunkt nach Eintreten der re Mi | 
_  Totalreflexion wiedergegeben. Die durch - 
die kritischen Strahlen OJB und OJH be- 
grenzten Bereiche BAB und HKH der re- 
flektierten Kompressions- und Wirbelfronten 
sowie die durch die kritischen Strahlen 
 OJM und OJF begrenzten Bereiche MLM 
° und FEF der gebrochenen Kompressions- 
und Wirbelfronten sind noch durch normale 
Reflexion und Brechung entstanden. Für 
die Unstetigkeiten auf diesen Bereichen gilt 
die Formel (3.10). Auf den durch Total- 
 reflexion entstandenen Bereichen CB, CH 
der reflektierten Fronten und FC der ge- 
brochenen Wirbelfront sind die Spannungen 
- und Geschwindigkeiten logarithmisch singu- 
 lär, während die gebrochene Kompressions- 
front bei C komplex ist. Die früher ent- 
standene reelle gebrochene Kompressions- 
front MLM ist dem ‘Punkt C an der 
Trennungsebene vorausgelaufen und strahlt 


drei Kopfwellen MB, MH und MF aus, M 
welche an den Punkten B, H und Findie h 
_  reflektierten und gebrochenen Fronten r 
1. Ordnung tangential einmünden. Bild 1. Die Reflexion und Brechung einer Kompressionsfront an der 
4 = R ß ? Trennungsebene zweier elastischer Medien 
+ Zur Ermittlung der Unstetigkeiten auf R/h = 10 


den Kopfwellen wenden wir die Grenz- 

bedingungen an der Stelle M an. Eine Schwierigkeit scheint zunächst darin zu bestehen, daß 
mit den drei Kopfwellen vier Grenzbedingungen zu erfüllen sind. Nach (3.10) verschwindet 
jedoch die Unstetigkeit 1. Ordnung auf der gebrochenen Kompressionsfront bei.M, so daß sich 
die Grenzbedingungen durch die triviale Lösung verschwindender Unstetigkeiten 1. Ordnung 
auf allen Kopfwellen erfüllen lassen. Für die Unstetigkeiten 2. Ordnung lassen sich nun aus 
den Grenzbedingungen wieder ähnliche Beziehungen ableiten wie für die Unstetigkeiten 1. Ord- 
nung. Mit den Spannungen und Geschwindigkeiten sind auch die zeitlichen Ableitungen dieser 
Größen auf beiden Seiten der Trennungsebene gleich. Folglich werden auch die Sprünge der 
Ableitungen bei M in beiden Medien übereinstimmen: 

ov, OD, Ou fe 

|, er A, Fr | | ot 


BT DIFERENEE. ETC ERCEN 


0052 


ot 


0%: 
ot 


Aal [Cem 
a a RT. 


’ . 
II | Te I 


I 


I 
Die Unstetigkeiten der zeitlichen Ableitungen lassen sich bei den Kopfwellen durch die Sprung- 


größen ©, bzw. Q, ausdrücken. Bei der gebrochenen Kompressionsfront hängen sie zusätzlich 
noch von der tangentialen Ableitung der Unstetigkeiten 1. Ordnung ab. So ist z. B. 


Dot on 5 [OH 
ar N Ak lan (a0 


Man erhält somit aus den Grenzbedingungen das Gleichungssystem: 


Er a nu 


e sichtbaren Stö- 
a 


... 


“ _ Nachdem die überkritischen Bereiche der einfallenden Front (9% > %#,) die Trennungs- 
‚ebene erreicht haben, beginnt die gebrochene Kompressionsfront den anderen Fronten an der 
_ Trennungsebene vorauszulaufen. Sie erzeugt dadurch ähnlich wie ein Überschallgeschoß ‚Kopf- 
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a x IR 
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en 
en 


- 3 ‚ ; site 4 
wobei Mir = M (I £ 1 
D# rk 1 
Dr rw ) 0 
= F & = 0 
= | &4* s ee 
or 2 ze) 
Es Di h FIEBER) not 


X Er 
u 


Ir noch ya 
ee ir ee] 


r ist der Abstand des Punktes M vom Ursprung. Der Index x bezieht sich auf eine Kopfwelle, 
das folgende Indexpaar auf die zugehörige Front 1. Bi „ser RR. 

i ) etigkeiten 2. Ordnung auf den Kopfwellen und au chen 
eu dee a nen a Im Innern der Medien ergeben sie gr: 
dann wieder aus dem Fortpflanzungsgesetz (1.16), welches sich in diesem Fall VER = 
Krümmungsradius b der Meridiankurve unendlich wird. Man erhält somit schließlich für die 
Unstetigkeit zweiter Ordnung auf einer der Kopfwellen: 


DIE h F9%(86%,) D%i no& ni ci (1 — ne#)—U2 
hnek 32 (_ ngk\2 ngk\2) 1/2 
I — ——— —I-; d(— 
[ ee) f ( (m) ) br (m) EEE 


gr er<i) 


Daihzw. Qual 


R—hy1-— (nk) 
n9k 

der Radius UQ zu dem früheren Zeitpunkt, als sich die Unstetigkeitsstelle P an der Trennungs- 

ebene befand (siehe Bild 2). D*® ist eine Komponente des durch das Gleichungssystem 

Mir D = & bestimmten Vektors 


wobei d = der Radius UM der Kopfwelle an der Trennungsebene ist. F ist 


Dx%rk 

D»rw 
D=| I 

Dx# gw 


Die Parameterdarstellungen der Kopfwellen in Abhängigkeit von 7%: und n%* lauten: 


Medium I: —z 


; = — 7% cos Hrisin HrÜt (mei ni) cos Hmi 

Medium II: + z FR 10°) > 
r= THicostd6t + (Mei— mi) sin Imi, 43) 
Pen“, ı 
| ;  hyl— (ns) i 
mit sin 9%“! = nsk/n?, nei= — . 
Falls neben n#% außerdem der Brechungsindex n9% — c*/c% kleiner als Eins ist, so wird die ı 
gebrochene Wirbelfront ebenfalls der einfallenden Front an der Trennungsebene vorauslaufen $ 
und Kopfwellen ausstrahlen. Von diesen sind jedoch nur die beiden Kopfwellen im 1. Medium B 


reell, während die Kompressionskopfwelle 
ebenso wie bei den totalreflektierten F 
ableitungen der Spannungen und Ge 


im 2. Medium wegen ec, > c4, komplex wird. Dies hat 
rontbereichen 1. Ordnung zur Folge, daß die Normal- 
schwindigkeiten auf den beiden Kopfwellen im 1. Medium 
logarithmisch singulär werden. Als Bestätigung hierfür findet man in den Knallwellenaufnahmen i 
von O. v. Soumipr, daß die Kopfwellen der gebrochenen Wirbelfronten stets wesentlich stärker 
als die der gebrochenen Kompressionsfronten erscheinen. Auf die Berechnung der Kopfwellen, I 
die sich nicht wesentlich von der Berechnung der Kopfwellen der gebrochenen Kompressionsfront | 
unterscheidet, wird hier verzichtet. 

Zur Eindeutigkeit der ermittelten Unstetigkeitsflächen sei abschließend bemerkt, daß sich 
diese unschwer aus der Eindeutigkeit der gesamten reflektierten und gebrochenen Störungsfelder 
bei einem im ganzen Medium I vorgegebenen einfallenden Störungsfeld folgern läßt. 


En 
75, nt = 0,593, 


ten der Normalableitungen der Spannungen auf den Kopfwellen sind in den Bil- 
ind 5 über dem Parameter 7 aufgetragen. Die Größen sind durch h und den Spannungs- 
n]» der einfallenden Front bei R= hdimensionslos gemacht. “ 


- 


> 
Ze 


ig Bild 2. Die Kopfwelle BM an der reflektierten Kompressions- Bild 3. Die Unstetigkeit zweiter Ordnung auf der Kom- - ee 
front ABC pressionskopfwelle MB im Medium I (Deckgebirge) Br Fi 3 


5 2. 


0 mh 
I ge A 
Ta 


Fr - Bild 4. Die Unstetigkeit zweiter Ordnung auf der Bild 5. Die Unstetigkeit zweiter Ordnung auf der : 
Wirbelkopfwelle MH im Medium I (Deckgebirge) Wirbelkopfwelle MF im Medium II (Granit) © 


V. Zusammenfassung der Ergebnisse 


Bei der Totalreflexion kugelförmiger Stoßfronten lassen sich einige allgemeine, durch die E 
Formen der Stoßfronten bedingte Gesetzmäßigkeiten feststellen: Auf den näherungsweise kugel- 
“ förmigen Fronten 1. Ordnung klingen die Unstetigkeiten etwa umgekehrt proportional dem Front- 
radius ab. Auf den kegelförmigen Kopfwellen hingegen klingen die Unstetigkeiten 2. Ordnung 
_ nur wie a-!!2 ab, wo a der von der z-Achse längs eines Strahls zurückgelegte Weg ist. In tangen- 
tialer Richtung ändern sich die Unstetigkeiten auf den Kopfwellen wie g? für kleine und wie q7#? 
für große Macusche Winkel 9%! zwischen Kopfwelle und 'Trennungsebene, wo q der Abstand 
vom kritischen Strahl ist (siehe Bild 2). 

Mit geringen Änderungen lassen sich die Ergebnisse für den Fall einer einfallenden kugel- 
förmigen Kompressionsfront auch auf den Fall einer einfallenden Zylinderfront übertragen. Die 
Unstetigkeiten auf den Fronten 1. Ordnung klingen in diesem Fall nur noch umgekehrt propor- 
tional der Wurzel der Radien ab, während die Unstetigkeiten auf den ebenen Kopfwellen in Fort- 
schreitungsrichtung konstant bleiben. Tangential zur Kopfwelle ändern sich die Unstetigkeiten 
unabhängig vom Mac#schen Winkel näherungsweise wie q7®?. 
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Einige gemischte Randbedingungen anisotroper Platten 
Von JozEF BRILLA 


Es wird eine unendliche elastische anisotrope Halbplatte y> 0 mit gemischten Randbedingungen 
untersucht. Die Halbplatte ist am Rande abwechselnd eingespannt und frei drehbar gelagert. Mit Hilfe 
der allgemeinen Lösung einer unendlichen anisotropen Halbplatte mit am Rande gegebenen ersten Ab- 
leitungen der Durchbiegung, die mittels des Verfahrens der Fourierintegrale gegeben ist, wird eine singuläre 
Integralgleichung für diese Randbedingungen abgeleitet. Nach der Zurückführung des Problems auf die 
Hilbert- Riemannsche Aufgabe werden die allgemeine Lösung für n Abschnitte des frei drehbar gelagerten 
Randes und die Lösungen für verschiedene Belastungsfälle der Halbplatte mit einem frei drehbar gelagerten 
Abschnitt des Randes untersucht. 


Some mixed boundary value problems of a semi-infinite elastic anisotropie plate y > 0 are analysed. 
The plate is simply supported along a part of its boundary and clamped along the remainder. From a general 
solution of a semi-infinite anisotropie plate obtained by the method of Fourier integrals, where the first deriva- 
tives of the transverse displacement are given along the edge, a singular integral equation is derived for that 
boundary value problem. After reduction of the singular integral equation to the Hilbert- Riemann problem 
the general solution for n sections of the simply supported edge and solutions of various cases of loading 
of a semi-infinite plate with one simply supported edge are given. 


Hecnenyercest cmemanHası 3anaya Huaru6a NOANyÖecKOHeYHON yIpyrFoü AHM30TPONHON IIIA- 
CTUHKH y > 0, KorTna UacTb KPanı IIIACTHHRN 3alelamua, a OCTaNbHAasA yacTh onepra. Ilpu no- 
MOM PeleHMs H3rU6a TOJIYILTACTHUKH IPH 3aNaHHBIX HA KPaıo IePBEIX IPOU3BOAHBIX USTm0A 
ONPEHEJICHHOTO MHHTETPAJamuU Dypbe, CTPOHTCH CHHTYAAPHOE HHTETPANBHOE ypaBHeHne MA 
9TON cMemaHnHoä 3anadn. Ilocsıe mepeBona HUHTETPANBHOTO YpaBHeHHA KR 3anayum [uab6epra — 
Pımana naerca oÖImee peureHne 1 IMNACTUHRU C n YYACTKaMmN OlePTOrO Kpası MH pelmeHuun 
PA3IMUHBIX CJTyUAeB HATPY3KH ILIACTHHRH C OAHBIM ONEPTLIM VYACTKOM. 


1. Einleitung 


In der letzten Zeit wird der Lösung dünner isotroper Platten mit gemischten Randbedin- 
gungen verhältnismäßig große Aufmerksamkeit gewidmet. Bei der Lösung kann man verschiedene 
Verfahren verfolgen. Die Aufgabe kann auf die Lösung der FREDHOLMschen Integralgleichung 
[6], [8], [12], [13] oder auf die Lösung von singulären Integralgleichungen [7], [10], [14] zurück- 
geführt werden. Die Methode der komplexen Veränderlichen unter direkter Zurückführung 
auf die HILBERT-Rıemannsche Aufgabe wurde in den Arbeiten [3], [4] angewandt. 

Mit gemischten Randbedingungen für anisotrope Platten befaßten sich G. M. L. GLADWELL 
[5] und H. Zorsk1 [15]. Letztgenannter beschränkt seine Untersuchungen auf orthotrope Platten. 
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In der vorliegenden Arbeit werden wir uns mit der Lösung gemischter Randbedingungen 
einer dünnen anisotropen Halbplatte y>0 mit wechselseitig eingespannten und frei drehbar 
gelagerten Rändern und mit der Anwendung Fovrrerscher Integrale beschäftigen. 


2. Unendliche anisotrope Halbplatte 


_ Wir untersuchen die Durchbiegung einer unendlichen anisotropen Halbplatte y>0 
(Bild 1), wenn entlang des Randes den DiricHt£tschen Bedingungen genügende erste Ableitungen 
der Durchbiegung 


cıw %, 0 D 
wa) = | N tmepgen Be Ra ee 
y-0 Y Jy=o 
gegeben sind. 
Die Lösung soll in den inneren Punkten der Halbplatte die homogene Gleichung anisotroper 
Platten 
tw aw ow ww ow 
Dia = een 2 (D,; +2 Deo) ET “Daa an aya + Das Zr =0 (22) 
und an den Rändern die Randbedingungen (2.1) erfüllen. 
Y 
0 x 
Bild 1 


Die Randbedingungen werden mittels FOURIERscher Integrale ausgedrückt. Da die Defor- 
mationen reelle Größen sind, gelten die Gleichungen /siehe [1]) 


w(2) = = Re EX BAAR, w„(z) = = Re IE Bla (2.3), 
0 0 
wo | 
va Swierid, x) = WE En (2.4). 


Die Lösung der homogenen Differentialgleichung der Platte (2.2) wird in der Form des 
Fovrizrschen Integrals 


oo 


ur [M6 a (2.5) 


0 
gesucht. 
Nach Einsetzen in die homogene Gleichung der anisotropen Platte erhalten wir für iv(2, y) 


die gewöhnliche Differentialgleichung | 
D, WW +4iAD,W” —2(D.+2D RW" —4AiD,AW+D,#*0=0 (2.6). 


Die Lösung dieser Gleichung wird in der exponentiellen Form 


EN a RT U te ee 
angestrebt. 
Nach dem Einsetzen in (2.6) erhalten wir folgende charakteristische Gleichung 
Da. +4Dsw@®+2(De+2Do)W#+4Desun+Dı=0..... (2.8), 


welche mit der charakteristischen Gleichung der allgemeinen Lösung der homogenen Gleichung 
der Platte [9] übereinstimmt. 

Die Wurzeln der charakteristischen Gleichung der aus beliebigem homogenen Material 
bestehenden Platten können, wie S. G. LecHnick13 bewiesen hat, nicht reell sein. Da die 
Gleichung (2.8) reelle Koeffizienten hat, sind dann die Wurzeln paarweise komplex konjugiert. 
Komplexe oder rein imaginäre Zahlen 1, = a + iß1, Us = %g + if, bezeichnen wir als kom- 
plexe Parameter der Platte. 1, #4, werden so gewählt, daß P, > 0, ß, > 0 ist, was immer möglich 


ist. 


il 1 | 1 
N CHE FIEBER a ee 
m | DIDC) ; „a | Dosen En de 


SR Baiı ine n 


Die Wurzeln u können entweder verdehteaet 1 #6) a 
j Für verschiedene Fra erhältman: Kalk 
— Aciimı + B efämn a. Cem + vr 


| En 1 y R ’ 
wo4A,B,C, N. g au De 2.2 u 5 "ie 


Für gleiche Wurzeln erhalten wir: ieh ade N ST Di Pr * 


uf Ne? “ 


TE rn ner 


Die Lösungen für orthotrope Platten erhalten wir u Einsetzen IE = De = -=0 und 
entsprechenden Werte für u. nn 

- Da die Lösung des Problems für gleiche Wurzeln Br die Modifikation attine,, ' 
bildung der Lösung für isotrope Platten [3], [14] — erhalten werden kann, untersuchen wir nur 
die Lösung für verschiedene Wurzeln. et 
Für die Halbplatte y> 0, wo w,(x), w,(x) die DiricHterschen Bee ertae 


werden wir voraussetzen, daß 4 für y = oo gleich Null sind. Dann können wir nur die 
Glieder mit Re {iA u} < 0 benützen. er 


Nach dem Einsetzen in die Gleichung (2.5) erhalten wir: 


w ar | (A den Bein) dA. Du 211), 


wWAyA=rtuGSz=rtHt U d. 
Wenn wir A, B aus den en (2.1) ausrechnen, erhalten wir: 
ae Im Bu en (u, ea — u, e'*=) dA — En 24) (ei? — ei?) dA (2.12). 
28 Parzst#ı 
) 

Die daraus sich ergebenden Formeln für die Durchbiegung erhalten wir nach Einsetzen 
für (A), x(A) entsprechend (2.4) und Integration. Das Integral (2.12) muß nicht im normalen 
Sinne existieren. Im Sinne der Distributionstheorie können wir ihm aber solche Bedeutung 
geben, daß wir alle Operationen vornehmen können, als ob es im normalen Sinne existierte. 
Nach Einsetzen für (A), x(A) und nach Änderung der Integrationsreihenfolge erhält man: 


co 1 
De Im Ber li ws(E) «7 [ü, a9 — u, e!@ 9] dA y 
— {0 0 
— [9 «| [ea = — 0a 9] DE (2.13). 
— © () 


Nach Differentiation nach x (bzw. nach y) und Integration nach A-erhalten wir: 


w 1 1 f r 1 1 
ee Ar Be EN ET ) ie et) 
Ox 1 a Ma Kı KO \ =. 5 z l Rue) £ STE HR = Et 


" » (2.14). 


ow 


In diesen Formeln kommen Caucnvsche Integrale für die obere Halbebene vor. 
Wenn wir die Bezeichnungen 


EM 1 HaW,(S) — u 
D(z,) 7 Iri (1; ja - u) [ : Fu dE D 


—00 


Dil — —2 


HS je U) 15 
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einführen, gilt 
ow ZoReso ow 
Er e (Da) + Yz)} , dy = 2Re im De) ta PFe)} - . . (2.16). 
D(z), 7(z,) sind in den Ebenen z, bzw. z, holomorphe Funktionen. Daraus ergibt sich: 
Mm; = — 2 Re [p, B’(z) +, P’(z)] / 
my = — 2Re[g, O@) +. YF'@)]; 
Rn y—ei De [Ey Di(z JE TI) TER A EL (2.17), 


%=—2Re u, s P’@)+m5Fz)]; 
qy=2Re[s, D’(z) +37” ()] 


wo: 
P=Du+t Demi +2Dem; 
% = Dia + Dswi + 2 Ds m, 
n=Di+ Ds +2De m» 
D . (2.18). 
5; Se +3D,s + (Die +2De) m + Dasmi 
Pi . 
a a SS tn=—4W: (=1,2) 
2 
a Nach Integration (2.14) und unter Vernachlässigung der Integrationskonstante erhalten 
7 r 
E wi 1 1 = 
e TER IE 
3 e 
R = [ w.(£) [In (3 —H) — In (a — 8] “) ON 
Ei Gleicherweise können wir auch die Lösungen einer unendlichen anisotropen Halbplatte 


für weitere zwei Typen von Randbedingungen der Platten [2] erhalten. 


? 3. Gemischte Randbedingungen 
= Im weiteren werden wir eine Halbplatte y > 0 mit gemischten Randbedingungen unter- 


ie D 
5 Daran: Es wird vorausgesetzt, daß der Rand der Halbplatte in den Abschnitten L = Kur 
- = —U ‚la; b;] (Bild 2) frei drehbar gelagert ist oder daß dort Momente m, gegeben sind. Eni 


| = lang AR übrigbleibenden Randes C ist die Halbplatte eingespannt. 
Dann können wir schreiben: 
Bee meelhe ind +78 (1) y 
und ebenso: 
mem. mia), in lc. .. (32). 
Damit wir mittels der Formeln (2.12) die 


Durchbiegung der Halbplatte ausdrücken Können, 
ersetzen wir die Bedingung w=0 durch die 


Bedingung w, = 0; außerdem ist es notwendig, die a; b; \o gr dur Ei 
unbekannte Funktion w, auf L zu bestimmen. 7777 D GL, 
Wenn wir aus der Formel (2.14) die Randwerte für Eis 
f@) = — f[ m() de—e; . . . (8.3) 
ausdrücken, erhalten wir nach Anwendung der Beziehungen bzw. der Bezeichnungen: 
ee TE Ber (3.4 
Kı 7 Ua Hı 7 Ua 2. (Pı + Pa 


und entsprechend den PLEmELSsschen Formeln [11] für die Grenzwerte des CaucHvschen Integrals 
eine singuläre Integralgleichung erster Art 


ehe Er en 85). 


für die Bestimmung den unbekannten Funktion w,(xz) auf L. Die Konstanten c; sind für ver- 
schiedene Intervalle L; verschieden. 


A nr ah I En TR er Zi 
2 x Er ee : Ba > n Die x 
3 / ev a u TR } 1 
N 7 "RW RR Be er. 
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Zur Lösung dieser Integralgleichung führen wir die teilweise holomorphe Funktion 


i i ion i hi it Ausnahme der 

ein. Diese Funktion ist holomorph in der ganzen Ebene z außer L d. h. mit ! 

Schnitte Z,. Für z kann beliebig eine der beiden komplexen Veränderlichen z, und z, eingesetzt 

werden. N 
Laut PLemeuss Formeln gilt: 


wa) = Fa) — FW, 
BI ERW Pe a SD 


ni)lE—x 
L 
Nach Einsetzen in die Gleichung (3.5) erhalten wir: 
F*(&) + F(@) = — 4 Io ee (3.8). 


So erhalten wir eine nicht-homogene HILBERT-RıEMmANssche Aufgabe. Da die Durchbiegung 
w und ihre ersten Derivationen stetig sein sollen, soll die Lösung endliche Werte (in unserem 
Falle Nullwerte) in den Endpunkten der Intervalle L(a,, b;) haben, und nach (2.14) sollte sie 
gleich Null im Unendlichen sein. Durch die Lösung bekommen wir 


X(2) K&) 


DEREN X+E) (£—2) 
L 


de + Pi) X) 2 am (39), 


wo 


x) — A Ve) eb) u 2 a a (3.10) 


und P(z) ein beliebiges Polynom in z ist. 
Damit die Funktion F(z) gleich Null im Unendlichen sei, müssen wir P(z) = setzen. 


Außerdem soll gelten 
k—1 > 
i j SI) dEe=0"', 20. Brei (3.11), 


2ri| X+) 


fürk=1,2,....p, woraus sich p Gleichungen zur Bestimmung von p Konstanten ergeben. 
Für die unbekannte Funktion w,„(&) bekommt man nach den Gleichungen (3.7) und (3.8) 


(x) — = KO H+2 Ft (3.12) 


oder nach Anwendung der Gleichungen (3.9) 
X) Id) 1 
w,() = — —- EN 3.13), { 
AT na FR Sr 
L 5 
was die Bedingung der Stetigkeit der ersten Derivationen w erfüllt. | 
le Berechnung der Momente und Schubkräfte im Innern der Halbplatte bestimmen wir h 
die Funktionen ®(z,) und Y(z,). Durch Vergleich von (2.15) mit (3.6) erhalten wir: : 
l | 
D(z) = ——— Fl), Ye) =—-——- Fl) ...... 3.14). 

I=,—,Fe, Pa)=—— EB) (3.14) 


Die Funktion F(z) ergibt also eine Lösung des Problems auch im Innern der Halbplatte. 


4. Die Halbplatte mit einem frei drehbar gelagerten Abschnitt 


Wir werden eine eingespannte Halbplatte y> 0 mit einem frei drehbar unterstützten 
Abschnitt (a b) untersuchen. Entsprechend (3.9) erhalten wir 


Fo _Ve=ae-n | 
2n A VE—-a)(E—b)(E—2) 


br 
R 
> 
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' Eine auf einem frei-drehbar unterstützten Abschnitt mit einem kon- 
stanten Moment m belastete Platte. Wir werden nun eine auf einem frei-drehbar gelager- 
ten Abschnitt mit einem konstanten Moment m belastete Halbplatte untersuchen. Den Null- 
punkt des Koordinatensystems ohne Begrenzung der Allgemeinheit wählen wir in der Mitte 
des frei drehbar unterstützten Abschnittes (— c, c) (Bild 3). 


Nach (3.3) bekommen wir 


Id =—- ma a‘... (4.2) y 
und nachher 
Vz? —(d& m&-ec -c 0 c = 
ae Ve —& (€ & )) a 0:2 ck He 


woraus sich nach der Integration ergibt: 
F() = 3 (mz+c — myY2—e) (4.4). 


Aus der Bedingung des Nullwertes der -z 
Funktion F(z) im Unendlichen erhalten wir —_ 
ci =0. Die Konstante c, hat, auch wenn sie 
keinen Nullwert besäße, keinen Einfluß auf die 
Verteilung der Momente und der Schubkräfte. 

Da in diesem Falle nur die Berechnung dieser 
Größen angestrebt wird, brauchen wir sie nicht 

zu bestimmen. 

Am Rande erhalten wir nach (3.12) 


.(2) = “ Ye — 27. ...6(45), 


d.h. die Stetigkeitsbedingung der ersten Ableitungen der Durchbiegung in den Endpunkten 
des frei drehbar gelagerten Abschnittes ist automatisch erfüllt. 


Bild 3 


Im Innern erhalten wir: 


57 Fr: ae E (4.6) 
Be a ara) 


Die Beziehungen für Momente und Schubkräfte ergeben sich aus (2.17). Am Randey=0 
für |x| > c erhält man: 


| D;s «| 
= m|1— — ’ m —.m 1 2 
Sr | x? — ce n D;; Vx — de 


1 a + ce? sign X 
El u re (& +0) + - : E 2, =] (x — 232" 


Für eine orthotrope Halbplatte gilt dann 


m,=m 1— Aa 5 
Ye — ce 


Mmy=0l,;, yad. 


Diese Lösung gilt für alle Punkte außer den irregulären. Der Charakter der Singularität 
ist ähnlich wie bei der anisotropen Halbebene mit einer gemischten Randbedingung 11] d.h. 
bei der anisotropen Halbebene, gedrückt durch einen starren Körper unter Vernachlässigung 
der Reibungskräfte zwischen diesem Körper und der Halbebene. Im Bild 3 ist der berechnete 
Verlauf des Biegungsmomentes m, aufgetragen. 


(4 
Se 
il 


Die mit einem  Einzelmoı 
wir uns mit der URGPOmLaENE FEAR einer im 
mit einem Einzelmoment M belastet 


Im Sinne (4.1) gilt. u ra Wi = 


LEN af er 


2nA Erz TEEN: W = ’ 
3 BE dE- IE. 
Nach der Integration und nach der Ermittlung der Konstante c; ER 


„Ve=o&-n ed 
FO = 77 ERS RL er 


Am Rande gilt Bild 5 
MIKE: —- 6 I) +W—-d&H— RP 
w,(2) = m—-Elü—a. 0 0 
Durch die Differentiation von (4.8) nach z erhalten wir 
9) _. IM _Ne-db—E) 
"MT Eng ENG de De 
Infolgedessen wird 
iM VE) 
® ee 
= 27 Al a) (2 — E) Ya — a) (a —b) 
W’(z,) N ER 1% a = (b E &) 


Für das Biegungsmoment m, am Rande außerhalb des Abschnittes (a b) gilt dann 


m, = 4 GO a0) Or (4.12). 
” | —&|/Y@— a) @—b) 
Im Sonderfalle, wenn die Halbplatte für x < 0 frei drehbar gelagert und für x > 0 ein- 
gespannt ist, bekommen wir für den eingespannten Abschnitt: 
My 
= @— Eye 


Der Verlauf der Biegungsmomente m, (Bild 5) ist ähnlich wie der für die isotrope Platten 


m, = — 


114]. 


A 53 
EAN 


NE ee Re FE FE DEE Be te de er 
a Wer, A x - = - 
ee; u =. / a: b 

ir Hast ; 7 
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5. Die in einem inneren Punkte belastete Halbplatte 


Oft interessieren wir uns nicht für die Deformationen der Platte, sondern den Verlauf der 
Biege- und Drehmomente, sowie der Schubkräfte. In diesem Falle ist es vorteilhaft, die singuläre 
Integralgleichung zu modifizieren. Durch die Differentiation dieser Gleichung nach x und Inte- 
gration der linken Seite nach & bekommen wir 


A, | 
2 | 5 = OR (5.1), 
L 


also eine singuläre Integralgleichung erster Art für die Bestimmung der unbekannten Funktion 
w,(x) auf L. 


Wir führen jetzt eine teilweise holomorphe Funktion ein 


F@) er u (5.2), 


L 
welche in der ganzen Ebene außer L holomorph ist. Die Funktion F’(z) ist die Ableitung der 
Funktion F(z) aus (3.6), wie es mit Rücksicht auf die in den Endpunkten L geltenden Nullwerte 
w,„(x) beweisbar ist. 

Nach Zurückführung dieses Problems auf die HILBERT-RIEMANNsche Aufgabe durch die 
Lösung für einen Abschnitt der freien Unterstützung L = (a b) ergibt sich: ” 


b 


EEE rn me) YE—a(E—b) 
iz a ıc- a Re A (5.3). 
Es gilt dann ebenso wie (3.14) | 
1 ’ 1 
2) = Zutzı): Yea)=— —— F ee ee 
u) Er (2) (2) ns (23) (3.4) 


Die in einem inneren Punkte durch eine Einzelkraft belastete Halbplatte. 
Wir werden jetzt die Halbplatte y > 0, welche im Punkte © = &, y=, (Bild 6) durch eine 
Einzelkraft P belastet ist, untersuchen. Der Rand 


der Halbplatte soll in C eingespannt und in Y 
L(a b) frei drehbar unterstützt sein, d.h.: 

vw=0, m=0 incl, 55) (2) 

0 0,: =." mL, a 

Die Lösung werden wir in der Form ; 
r @ o 
ID AED. (3.6) x 
x h r G GR ; DV 

suchen, wo w, die Lösung einer entlang des ganzen Bild 6 


Randes eingespannten und im Punkt £&,, 7, durch 
eine Kraft P belasteten Halbplatte ist, während w, eine solche Ergänzungslösung vorstellt, 
daß w, + w, die Randbedingungen (5.5) erfüllt. 


Für w, gilt nach [2] 


2 3 ae SER = 
ee ar Im 12 A; (# In 239, — D7 3) — & 2 Cr ( In 2; — 7 a) (3-08 
wo: 
1 Er 
A == TEE ur A, SFr r ee Eee (5.8); 
(u) (in — Mr) (Hı — Me) (Hy — A) (Ha — Mı) (Ua — M5) 
an 1 RT ET; — N 
G,= en C=—4ı -— = 
ae! De ee REN 
4 Ua Ha we mn 4 
— — A, ——, Ge— A 
“3 u — m = ’ a — ih 
ae in: a ee PP A + 24.46" 
zı =A—Lıo: 212 Sio» oo theMm; 2... (10). 
Ze=a—: Zain: 


e. Ei _ Wir können weiter zur Berechnung der ergänzeı ’ 
u Größen herantreten. Aus den Randbedingungen 65) Tolgt: 


B* Er med, WO 3 net 
er. i w.=0, Br in de 
Be ..’ Es gilt dann Be, 
Be .. & ira ne, 


es ee e 
ni m. 


Wir bezeichnen als K, die geschlossene 
Kurve mit dem Schnitt (a b) im Innern nach 
Bild 7, als K, die geschlossene Kurve mit dem 
Schnitt &,0 &0 im Inneren und setzen voraus, 
daß K=K,+K,. Die positive Richtung des 


ie 


a B - Umlaufes wird entsprechend Bild 7 gewählt. 
E £ h Nachdem wir zu einem Kurvenintegral über- ——— 
Br gegangen sind, haben wir: % 
3 F-. Bud 7 
A ö 
Br F. zZ) = — EINE 2 a 
ee: Be a eye meer res: = ER 2 
Um F\(z) errechnen zu können, ermitteln wir zuerst das Integral . 
RER GR) 
Hdse ed wer de. akt er (5.15), 
K 
in dem wir die Bezeichnung 
Ge) = Ye — )@—b)[n@— 9 In@—L0)l - » ».... (5.16) 


eingeführt haben. 


5 G() stellt eine im Äußeren von K holomorphe Funktion dar, welche den Pol nullter Ordnung 


mit einem Hauptteil &,, —&ı, im Unendlichen hat. J(z) ist dann das CavcHvsche Integral 
längs einer geschlossenen Kurve, das 


J(z) = G(z) — En U ARE ee. “ 
gleich ist. VASE ge 
J(2) kann auf eine andere Weise auch als Summe der Kurvenintegrale entlang K, und K, 
darstellbar sein. Es kann bewiesen werden, daß sich die Integrale längs kleiner Kreise, welche 
um die Punkte a, b, &,0 &0 herumgeführt werden, dem Wert Null nähern, wenn der Halbmesser 
dieser Kreise gegen Null strebt. Wenn wir als G*(£) den Grenzwert auf der linken Seite und 
G(£) den Grenzwert auf der rechten Seite des Schnittes &,9&s, bezeichnen, dann folgt 


AN -EH = —2rifl—)C—b). 


Es gilt dann 


et Lu KGerreop 
27 " tz N 
d.h. ” 
Teer e ee 
9 i] fa a d£ er (G(z) 7 S20 + Co F = u et (5.18). 
K, n 


& au ‚ng 6.14) ähnlich. Nach der erchnng un 


Be 9 : Ze ; 
Da Tu reler { 


A Pı Ha (6 


+ @2—a— dm eat Via b 


a ee 1 
ni VE Be a en 
en: er, 


en m Ge TAT Cu — a) (uo— 5) 


+2 „Ya —a+ eu 1 
> iz do Y@—a)@—b) 


—.al0 Ve=a Co) +Ve 9% =) (5,100 


Ve-9(&0—b) +Ye 9. — 2) 


Die Funktionen &,(z,), Pi(z;) ergeben sich entsprechend (3.14), die Momente und Schub- 
kräfte entsprechend (2.17). Die Endergebnisse erhalten wir als Summen beider Lösungen, d.h. 
der Lösung der längs des ganzen Randes eingespannten Halbplatte w, und der ergänzenden 
Lösung w,. 

Die in einem inneren Punkte durch ein Einzelmoment M, belastete le 
platte. Wir werden die Halbplatte y > 0, welche im inneren Punkte &o» N durch ein Einzel- 
moment M, belastet ist, untersuchen. Die rs werden wir sowie im vorigen Falle in der 
- Form der Summe w = w, + w, suchen. } 


Entsprechend [2] gilt für eine längs des Den Randes eingespannten Platte 


M, > 
= nn: Im 12 pi A; (2, In 7, —%0) — > 3 Kr Cyr (Zix In 23, — an) - . (5.20). 
er i=1 - del k-1 
Am Rande y = 0 erhalten wir dann 
2 E m) — ME) — _ MM 1 Pa Br Craagdert en mar lgke: (5.21). 
: 21] —Me\r — 10 zn KH \—oost—bs 


> Für die Bestimmung der aus der ergänzenden Lösung w, sich ergebenden Größen nach 
#9. 13) bekommt man: 


Fo - 1 re) ee 
3 -. sfle z—Cıo 2—Lz Pı = Pa z— Lo 2 —Lz 


zn 1 (mean Helle — Be 
u 


a 2 


ı Pa a are 
ra (® VE.) _ len) >) BR on 
2 Pı = Pa z—LIn 20 Y«@— a) (@—b) 


_ woraus Di(z,) und %,(z,) mittels (3.14) bestimmt werden kann. 
 . Die Biegungs- und Drehmomente, sowie auch die Schubkräfte der ganzen Lösung erhalten 
wir als Summen entsprechender Größen beider Lösungen w, und ı,. 


Wenn man 7, —= 0 und a<&,<b setzt, erhält man die Lösung einer Halbplatte, be- 
lastet durch ein im Punkt £, des frei drehbar unterstützten Abschnittes (a b) wirkendes Einzel- 


moment M, 


a N 5.23 
red en 


was mit der direkt erhaltenen Lösung (4.10) übereinstimmt. 


32 


ua a a a a A Ed 2 an 3 1. 


42 


en 
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Thermal Stresses in Spherical Shells of Visco-elastic Materials 


By B. D. AGGARwALA 


Für die thermischen Spannungen in einer Kugelschale von beliebigem linearem Material mit temperatur- 
abhängigen Eigenschaften wird ein mathematischer Ausdruck abgeleitet. Die entsprechenden Resultate für 
einen Maxwellschen Festkörper erhält man daraus als Spezialfall. Verschiedene numerische Resultate 
werden angegeben. : 


An expression has been obtained for thermal stresses in spherical shells of general linear material whose 
properties vary with temperature. The corresponding results for a Maxwell solid are obtained as a particular 
example. Various numerical results are given. 


BbIBoAuTCH BbIPASKeHHE IA TePMHYeCKUX HANPsBREeHMÜ B ChepnyeckuXx 060104KaX, MATe- 
PHasI KOTOPbIX O6JTaNaeT JINHeliHLIMM CBOJCTBAMM, H3MEHHWINNHMNCH B 3BABHCHMOCTH OT TEM- 
tepartypbl. COOTBETCByWINMe Pe3y.IbTaTbl MIA MARCBEIOBOTO TBEPAOTO TEA MOAYYAWTCH B 
KayecTBe YACTHOTO IPHMepa. JlawTcH HEKOTOPBIE UNCHIEeHHBIe PesyAbTarThl. 


The problem 

A spherical shell made of general linear solid material whose properties vary with distance 
from the center and with temperature, is cooled down (or heated) from any given temperature. 
We wish to find what the stress distribution in the spherical shell is at any subsequent moment. 
The inertia effects and the effects of stresses on temperature are neglected. 

The corresponding problem for a sphere is discussed in [1]. For the sake of completeness 
we shall reproduce part of [1] here. 

We start with the stress-strain relations 


A ei; + B ei; —uE Sij + DS; a a De a ee ee (1) 
and 
Er er Erk Oi; i Orr ij 
RG TE; = &; 3 > S;5= 0,5 3 . nor (2) 


where &; and Sij are deviatoric strain and stress components respectively and A, B, C and D 
are functions of distance from the center and temperature. We assume that temperature 7 of 
the shell is known as a function of distance (r) and time (f), sothat A, B, Cand D are known func- 
- de FAN x %: er 2 ET: m R > 
tions ofrandt. Kis assumed to be constant throughout; while e — [a dT, a being the coefficient 
of linear expansion (also a function of r and T and therefore or r and 385° 


ws =öy, 
e 0 are and strain” com onent, EN 
| Ber R s e= El, =. 
ee A 
eg er 0 >00) MDos 0) 


ppnden ee C(— 00) +D(6,—6e). - RL 2 Bei 


t ee differentiation with respect to time). 
) ‚Bives 
.- © +2: „+20 Dr 
FR 3 ; Set 
The an of equilibrium is j 


+ 


Be - Og = 0, + ee 02) a 
A: d compatibility gives 


NEN FT ETF NE I ann ea ea sen 


Substituting from (5) and (6) in (3) and (4) one gets 


Ca De 


Az —— (eo) — I, > En (£) = 3% Br (o,) Dr Or dt (o,) a ee ri (7) 


e E Bee tr (eo) =K Betr, en)+3: Eee ni (8). 


(8) is equivalent to 


ö 0) 
Be Se 2 
Zr za) RK ar ee € 


ur 5 Kot Bra tn En 0 De a CR 


‚here {(t) is a function of time to be determined. 
Substitution from (9) in (7) gives 


antrat ls [Srea) ra) nr ae 


dt ww. co De 
El, 2 ee —— en _— = EN . 
ir Baale [Pr ) ring‘ a eg) 
(10) is equivalent to 
5 il T 
® 2AaK+c 
fatıhe| Er, i) Jiaxıo" 
Er a re A 11), 
et: EKD‘ dr a1) 


where 


a/ıf 10) 
ee Bl) 


Be 0) 
24a [sr a) 24 A) 


"and where the condition has been satisfied that at {= 0, o, = 0 throughout the material and 
for t>00,=0atr= b where a and b are inner and outer radii of the shell respectively. 
The function f(f) in (11) must be found from the condition that, =0atr=afor all. 
323* 


ge u dog = 04 Also 24 = en 0 = =. 7 =. Ra 


Ds ir 


5 ie u R } x u } h er = Lu 
u Using the Maxwerı model, th 


F 


where ß = EI6 (1 — »), equation (1) becomes BEIE SS S TE 


ı 
‘ - [Fa 
>00) ’ (04 — en dr 2B dr,h)e* dr 
» I F j r o 
in where now z 
Er; R @|ı 10) 
Er - u = — / — I— —=} el am Dr ea re 
S Dr) = am [preen + | 
En s The condition o, = 0 at r = a requires 
Re r S \ f? 
2 x { b t r — | — dr 
e 4 [ai 1 2 id z 3 We / 
PR E (e&als | edr +7 e d=0 ee re 
nn n [7 v 
for all values of t. i 
Changing the order of integration in (14) one gets 
-t 
1 t Be r Re) Bee 
2% 11 A i0) e: n er 
[a [r&als[? edr +; e FEUER : 
\ o a 
e>* It is easy to see that (15) is a VOLTERRA equation of the first kind. 


In the heat treatment of glass, it is usual to assume [2], [3], [4], [5], that there is a eritical 
temperature peculiar to the material such that above this temperature 7 = (0 and below this. 
temperature 7 = 00. So that the stress o, at any point is zero so long as the temperature at 
this point is above the critical temperature. 


Let us consider cooling of the shell from a temperature above this critical one and in such 
a fashion that the highest temperature at any moment in the shell is at r=a. As the shell 
starts cooling, at any given moment, so long as the inner boundary is above the critical tempera- 
ture, a portion of the shellr < r < b will be solid (7 = ©0) while the rest a < r< r will be fluid. 
r is a function of time. Once r = a is solidified, the whole shell will be solidified. 5 

Let us now consider a value oft, say Z,, for which the portion r, <r< b is solid while the 
rest is fluid. 

Noting that as long as 7 = 0 in any part of the interval (r, /), the expression 


t 


Rn.“ dt 
N 


e? en ne ee ee Re 


is zero, otherwise its value is 1, one has 


- =0 for r<r@ 
e 
-1 fr H>r>ro) ER eh 


| 
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and therefore (15) may be written 
d 


br b r bı ; 
11 ® (I 
Ks SE r2 € ı) dr m 20, A [u A re (18), 
{1} r 0 r 


‚and because this equation is true for any Z, for which r = a has not solidified, one writes 


b r 
io = fl) = a [ . n ! Se Rn IdERE. ee (19), 
Denn 
For values of { for which r = a has solidified, one writes 
f b r 
dere > z : ; a = | I GT, (20). 
a®; 


The expression for o, may now be written as 


f b t r b te b % 
ea: Fels fpre@je 1 [a oda -ın [a [Eroa (12a), 
« Fr 2 > 


Ar) tn) 


and fori< t, 


[l t r 
0\1 . r- 
„apa [2 [»r:0 + 4i0]a ER lb 

= RN cr: 2 1) 
B- where Z,, t,, ft are the moments at which the surfacesr=b,r=.a,r = rare just solidified. 
E The expression for temperature T in a spherical shell is governed by the equation 
E (eye Kai, T) 21 
£ 2 a a en (21). 
2 We assume the boundary conditions 
# fir) ee ee (22a), 
E_ oT 
E- eh NEE RE (22b), 
2 oT 

BE 0 A . (22e) 


These conditions ensure that at any moment the highest temperature is at r = a. 
A particular solution of (21) is 


Tele: en mr ıC sin m ) 
r r 
where T,, C and m are constants. 
Substituting from (23) in (22b) and (22c) one infers that m must be a root of the equation 


cosma R sinma 
— msın ma —mcosma 
a 
h le Hl 24), 
cos mb sin mb 


— mcosmb-+ hsinmb 


+ msinmb— hcosmb 


We shall assume (23) to be the expression for temperature in the shell at any given moment, 
m will be taken to be the smallest positive root of (24). Also T, is such that at {= 0 the 
temperature in the shell is everywhere greater than T', the critical temperature of the material. 


Assuming that m < 1, (23) may be written as 
er en er 2 OD: 


> and wherees=&£E+{T 


€ and £ being constants. 
09 may now be obtained from (5). 


We shall write 


= [£E Too), + & Tr(oo)2] 4 PB. 
The values of (o,),, (0,)2 (06)1, (00),, taking b = 1, are given in tables for different values 
of a. It will be noticed that (0%), is of the same order of magnitude as (o),. If, therefore, & is 


of the order of = (which it often is) the contributions from the two terms are equally important. 


c 


N I I, 


Also fas a function of r is given by 
= To em 
r 


> 
hentubenn in (12a) and (12b) gives the Ki stresses at any given moment. ie W 


Integration gives for stresses at! = m: = 
= [E ee +2 Txlo)2l 4B : 
where 3 
3 1 r2+br+b2 br 
Oz? PT E+ba+b RR: 
ds ER en 
ta lee le ee 
1 1 1 in RR a? Ra SER 
ie m ®»)l @rabfble 
and 
| 1 r+br+b 
(era pt artare 


‚2r+b „2a+b 
— — tan! 
In 


TableI 

a=%2 
r (arlı (a | too | (06): 

PERRAEEEE BE 

2 0 0 —2.565 —3.673 
A .099 063 —2.141 — 3.127 
29 .167 110 —1.798 — 2.670 
23 .229 151 —1.509 —12,981 
24 294 188 — 1.256 —1.962 
.25 ‚319 213 —1.070 —1.697 
‚35 .473 325 — .,169 — ‚435 
‚45 447 323 — ‚001 — .118 
‚BD 378 .285 -——- „012 — ‚055 
.65 .296 232 — .086 — .083 
75 .210 vE7t — ‚181 — ‚152 
‚835 125 .105 — ,283 — ‚241 
.95 ‚041 .035 — ‚385 — .339 
‚99 ‚008 .007 — ‚425 — ,380 


e6+Q [1 ı 
re a) 


Ba ES 
N: bI 
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Table II 
Mn) 
un nn 

r (Or)ı (Or)z (06)ı (00)s 

> 0) 0 — 2.368 —3.603 
Sl .054 .039 —2.113 —3,240 
2 .099 .070 — 1.890 —2.916 
33 .138 .098 — 1.696 — 2.635 
‚34 a 2123 — 1.523 —2.388 
9 2 .143 —1.375 —2.167 
.45 ‘32. 241 — ‚560. — ‚929 
58 ‚317 244 — ‚314 — ‚495 
.65 .263 ‚210 — .264 — 347 
Arks) .193 .159 — ‚292 — ‚321 
‚85 ‚117 .099 — ‚355 — ‚354 
.95 .039 .034 — ‚434 — ‚418 
.99 .008 .007 — 5,466 — .448 

Table III 
ER: 


m —— 


r (or)ı (Or)a (oo), (06); 
Te 2 ESS SEE VEEESEEESEEEEE VE SE 
.4 | 0 0 —2.192 —3.158 
‚41 .033 .025 —2.022 —3.253 
.42 .061 .046 — 1.870 —3.015 
.43 .086 .065 — 1.733 — 2.798 
44 .108 .082 — 1.608 —2.602 
.45 127 .097 — 1.497 — 92,424 
53 ale .171 — ,818 — 1.307 
.65 2 172 — .562 — ‚833 
.75 .166 .140 — ‚479 — .632 
85 .106 .090 — .477 — „563 
.95 .036 .032 — ‚515 — ‚564 
.99 .007 .006 — ‚537 — .577 
Table IV 
a) 

r (or)ı (Or)a (06)ı (06), 
5 0 0 —2.035 —3.428 
Du .020 .016 — 1.916 3.227 
.53 .054 .044 — 1.708 — 2.870 
‚55 .081 .065 —1.532 2.567 
.65 .139 .116 — .,983 — 1.588 
7D .129 ‚111 — 1,7144 27.116 
.85 .087 .077 — ,651 — .889 
.95 .031 .028 632 — .791 
.99 .006 .006 —.,637 — ‚774 
Table V 
a =.6 
ei (or), (Or); (0o)ı (00), 
.6 0) 0 —1.898 = 3.331 
.61 .012 .oll — 81 — 3.178 
.63 .034 .029 — 1,657 —9.892 
.65 .050 .043 — 1,523 —2.644 
2 .082 .073 —1.084 —1.794 
35 .066 .060 — ‚874 — 1.346 
.95 025 .023 — ‚782 —1l.111 
.99 .005 .005 — .165 — 1.053 
Table VI 
EN 
T————eeeeeeeeeeeeeee nn 
r (Or)ı (Or)a (0B)ı (00)2 
a 0 0 — 1.777 3.246 
1 .007 .007 —1.713 —3.119 
218 020 .018 — 1.596 —-2,885 
15 .029 .026 — 1.494 — 2.679 
.35 .042 .038 — 1.148 — 1.943 
.95 .019 .018 — ‚964 —1.529 
‚99 .004 .004 —,922 — 1.420 
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s I) EEE 
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TableVII i ee FE ; 


.004 


83 010 010 2.862 
85 ‚014 .013 _ 
.90 .017 .016 ei 
.95 ‚012 .o1l en 
99 .003 .003 8% ri 
Table VIII > 
=» 
— 
r (or), (Or)a (06), | (06), 
.g 0 0 —1.580 —3.077 
‚9 ‚0016 ‚0015 —1.543 — 2.990 
.93 .0035 .0035 —1473 — 2.828 
ob .0040 .0039 —1.411 — 2.682 
.97 .0033 .0032 —1.356 — 2.549 
9 | ‚0014 .0013 —1307 | —2421 
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Successive Approximations Process in Analog Solution 
of Partial Differential Equations by Difference Method 


By Joser Maryäs 


Diese Arbeit beschreibt eine Methode der schrittweisen Näherung bei der Lösung von partiellen Differential- 
gleichungen mit Hilfe von Analogrechengeräten. Für eine breite Klasse von Randwertaufgaben (oder 
Anfangs- Randwertaufgaben) wird ein Konvergenzsatz bewiesen. Ein Prozeß, welcher die Geschwindigkeit 
der Konvergenz erhöht und die Genauigkeit der Lösung abzuschätzen erlaubt, wird vorgeschlagen und die 
Lösung auf einem Analogrechner diskutiert. Die angegebene Methode ermöglicht es, umfangreiche Rand- 
wertaufgaben (oder Anfangsrandwertaufgaben) für partielle Differentialgleichungen mit hoher Genauigkeit 
wuch mit Hilfe eines kleinen oder mittelgroßen Analogrechn ers zu lösen. 


In this paper a method of successive approximations in analog solution of partial differential equations 
is described. T’he convergence theorem for a wide class of boundary (or initial-boundary) value problems 
is proved. A solution procedure is proposed to reach higher speed of the convergence of the successive approwi- 
mations process and for estimating the accuracy of the solution. Analog computer solution is briefly dis- 
cussed. 

This successive approximations method enables us to solve large boundary (or initial-boundary) value 


problems for partial differential equations with a high degree of accuracy on analog computers of little or medium 
size Too. 


B Hacronımeii pa6oTe OIMCHIBAeTcH METON MOCHEHOBATEILHEIX IPHÖJIIGKeHHÄ UI PeimeHun 
mbepenmmarbHupix ypaBnennü C YacTHEIMM IIPON3BOAHBIMH IIPM IHOMOIIMH MONelImpyIomMX 
BbINMCJIHTEJIBHBIX MaımH. lokasbipaetca IperenbHan TeOpeMa IA IIHPOROTO KAAcca KpaeBbIX 
(usIn CMeImannEıx) 3anay. Onucan cIoco6 PelIeHnA, KOTOPbIÄ YCKOPAET IPpenenbHbIü ITPomece 
HOCJIE][OBATEJIBHBIX IPMÖNMKEeHNÜ. C EeTO IIOMOIIO TAaRı3Ke MO5KHO ONECHHTB TOYHOCTB NOJIYYEH- 
HOTO peieHun. KopoTko OIMCaHo pemmenme UPH HOMOLIM MONEIHPYIOINHX YCTPoücTB. C Hpu- 
MEHCHNEM MeToa HOCJIeNOBATEBHBIX IPMÖNIKCHMÜ MOFKHO TAKE OGONBIIHE KpaeBble (um 
CMEIIAHHBIE) 3anaym LI YPaBHeHHÜ C YACTHBIMU IPON3BOAHBIMN PeIMIMTB C BbICOKON CTEIEHBIO 
TOUHOCTH HPM ITOMONIM MOAEAIHPYIOINMX YCTPOÜCTB MAAOTO MM cpenHero panra. 


_  nishing of the distance between neighbour mesh-points the total number of mesh-points increases 
_ rapidly. It follows that large boundary value problems can be solved in this way with a high 
_ degree of accuracy on really large analog computers only (on computers with at least hundreds 
_  computing units and very precise values of computing elements). ü De 
Be. Present paper contains description of a successive approximations method. This method 
„ enables us to solve large boundary value problems (or initial boundary value problems) with a 
high degree of accuracy also on analog computers of little or medium size. : 


w 


Fe: 2. Definition of successive approximations method ' 20 ee 


We shall consider a given correct boundary (or initial-boundary) value problem with unique _ 
-  finite solution to be solved with a high degree of accuracy. The mesh-sizes must be, of course, 
_ very small and the number of mesh points will be therefore very large. 
With the use of finite difference method a set of equations (algebraic or ordinary differential® 
equations) from the given boundary value problem can be derived (one equation for every inner 
 mesh-point of the region of solution). It is well known ([2], [3]) that the solution of this set of 


3 equations differs less than any prescribed value from the exact solution of the given problem in A 
_ every mesh-point if distances between neighbour mesh-points are small enough. =. 

u. Let us divide the region Q of solution of the given boundary (or initial-boundary) value 

_ problem into a finite number of overlapping subregions Q,, Q, ... . An example for two- 


dimensional square regions is shown on the fig. 1. Thus we 
get for every subregion Q, a new boundary value problem. 
If the solution of our given (original) problem on all boundary 
mesh points of a subregion Q; were known, then the solution 
of the problem for the subregion Q, would be identical with 
the original problem in all mesh-points of the subregion (;. 
Unfortunately, the solution of the original problem for inner 
points of the region Q is not known initially. 


Let us consider following solution process, which we 
call process of successive approximations: 

a) The zero-approximation of the solution of our original 
problem we take quite arbitrarily (e. g. identical zero or identi- 
cal with the initial conditions). Beer a > - 

b) As the first approximation in every subregion Q,. let Fig. 1. An example of division ofthe twodimen- 
us take the solution of the boundary value problem for Own vv re a pping 
boundary values given by the zero-approximation on its 
boundary, which is not common with the boundary of Q (on its rest of boundary) and with the 
given boundary values for part of boundary common with Q. 

c) As the following second (in general n-th) approximation in every subregion Q; let us take 
the solution of the boundary value problem for Q; with boundary values given by the first (in 
general by foregoing) approximation on its rest of boundary and with the given boundary values 
for the common part of its boundary. 

d) Repeat the procedure c) so long until we obtain last two approximations almost identical. 


If for every inner mesh-point of the region Q this successive approximations process con- 
verges to the approximative solution of the original problem (to the solution of the supplementary 
set of equations), then for n large enough the n-th approximation differs from the exact solution 
of the problem less than any prescribed value in every mesh point from 0. 


ad u rain Did, 


Zi 2a 45 u 


3. Convergence theorem 


It seems to be quite reasonable to expect that the process of successive approximations de- 

"fined above converges to the solution of the supplementary set of equations (to the approximate 

solution of the original problem) in every mesh-point at least for all boundary or initial-boundary 
value problems which have a physical interpretation. 
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Let us suppose that the supplementary set of equations derived with the use of finite dif- 
ference method from the given initial-boundary value problem (original problem) is a set ‚of dif- 
ferential equations. Then, the initial-boundary value problem for every subregion Q; can be 
replaced with a subset of this set of equations. The successive approximations process defined 


iri the seetion 2 can be assumed as a process for solution of the original supplementary set of | 


equations. 6 x | 
5 Let us consider that the original supplementary set of ordinary differential equations 


(original set) has following form: 
URL) — Frl Up een Up onen ee) (ken ER AR 


where k runs through all mesh points. u 
For this set of equations we formulate two lemmas at the first time. 
Lemma 1. Let us consider the set of equations (1), functions f, (k= 1.2,...,n) of which 

fulfill following conditions: 

1. functions f; (k = 1,2,..., n) are continuous functions of all their arguments in the whole 
domain of solution, 

2%. inthe whole domain of solution the functions fz fulfill the Liesc#rrz condition with regard 
to all their arguments. 

Let be such initial conditions prescribed, that the set of equations (1) has a unique solution 

u) (k=1,2,...,n). Then the successive approximations process defined above converges to a 

set of functions yy(l) (k=1,2,..., N). 


Proof: From the given set (1) a set of differential equatious of the first order, which is equi- 
valent with it (normal set of equations of the first order [4]) in usual way can be derived. For this 
new set of equations PıcArD’s approximations procedure is defined [4]. It is well known that the 
PIcArD’s approximations procedure converges to a set of functions [4]. In a similar way conver- 
gence of our successive approximations process can be proved. These limite functions let us de- 
note vy(f). 

The detail proof of this lemma is quite analogous to the proof of the convergence of the 
procedure of Pıcarp’s approximations. It is, however, complicated and therefore we omit 
it in this paper. 

Our successive approximations process differs from PıcArp’s approximations in following 
way: in every step of the solution procedure a subset of the original set of equations is solved 
whilest in PıcArp’s approximations procedure a unique equation of the first order in every step 
is solved. From the comparison of these two solution procedures we can expect: 

a) our successive approximations process converges too, 


b) the speed of the convergence of it will be greater than of Pıcarp’s approximations proce- 
dure. 


Lemma 2. The set of functions vy()(k=1,2,...,n) from lemma 1 forms exact solution 
of the original set (1) i. e. it holds 


vu) = ut) (Kl, 2.0. 00th on 


Proof: The set of functions v,(t) are Ihe limit functions of the suecessive approximations 
process. From the definition of it follows: 

1. in every step of the solution procedure a subset of the given set (1) is solved, 

2. any equation of the set (1) belongs at least to one of its subsets. 

It follows from the lemma 1 that the limit function »,(t) fulfills not only the first but all equa- 
tions of the set (1). In general function vu(l) (k=1,2,...,n) fulfills all equations of the set (1). 
Fron the uniquiness of the solution of set (1) it follows that equation (2) holds. 

‚Convergence theorem. For every initial-boundary value problem which has a unique 
solution and the supplementary set of differential equations of which has the form (1) the suc- 
cessive approximations process defined above converges to the solution of the supplementary set 


of equations (to the approximate solution of the given initial-boundary value problem) under 
conditions 1 and 2 from the lemma 1. k 


. 


Ir 2 ig ite eas see at for j ] 1 

Proof: It is quite easy to see that for the supplementary set of the given problem in this 
theorem lemma 1 and 2 hold. Thus our theorem is proved. 

With diminishing of mesh sizes the solution of the supplementary set of equations converges 
to the exact solution of the original problem [2]. From our convergence theorem it follows that 
the limit functions of the successive approximations process differs less than any prescribed value 
from the exact solution of the original problem if the mesh-sizes are small enough. 


v 


TEEN 


ac a En ah nn © ol =, 
x U Be 
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® to be solved in space interval 


and in time region 


ed: Two examples- 


For simplieity let us. consider the LAPLACE equation i in two variables, For this case the nu- 

solution procedure (see [5] — method of nets) is a special case of our successive approxi- 

ations process. The convergence of the method of nets for two-dimensional case is proved in Bl 
is convergence follows also from our convergence theorem. 


2. Parabolic equation: Kr j 
Let us consider a nonlinear parabolie equation of the form: , 


le. (5) 
with prescribed initial condition 
r. (# UOE U en ee ele 
and boundary conditions | | 
i AERO ea 


(This equation we meet for example in hydraulic problems [7].) It can be shown that this initial- 
boundary value problem defined with equations (3)—(7) can be replaced with following supple- 
mentary set: 

1 2 2 2 du; 
5 Im-ı 2 + 4] = 4) > EG a 7 3, 


where 
EEE 29) er EA air) 


(see [7]). In this case multipliers or squaring devices:must be used to solve the set of equations (8) 
on analog computer. It seems to be very suitable to use described successive approximations 
method of solution in this case in order to reduce the great number of nonlinear (and also linear) 
computing units which are necessary to the solution. 

The division of the original space interval <0, X) into overlapping subintervals depends 
on chosen mesh-size (desired accuracy of the solution) and on the number of computing units in 
analog computer. 

In a quite similar way successive approximations process to solution of boundary value 
problems for other partial differential equations in one, two or more space coordinates can be 


proposed. 


5. Speed of convergence and aceuracy of the solution 


The successive approximations solution procedure, however, is time consuming. The solu- 
tion time can be diminished with the increasing speed of the convergence of it. This speed de- 
pends substantially on the zero-approximation. To spare the time it is necessary to find a suitable 
zero-approximation which is the first difficulty. 

The second difficulty lies in the required accuracy of the solution. In most practical cases 
the relative (or absolute) maximal error of the solution is prescribed. The mesh-size belonging to 
this required accuracy, however, is not known and cannot be determined in a simple way. 

Both mentioned difficulties can be overgone with the use of following solution procedure: 


1. Let us choose such a large mesh-size that the given problem can be. solved on the analog 


_ computer at once (without dividing the region Q). This situation is shown on the fig. 2a for one- 


dimensional case (on the analog computer equations for three inner mesh-points can be solved 
simultaneously). 
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9. Let us take a smaller mesh-size and define suitable subregions Q,. It is advantageous 
when most boundary mesh-points of all Q, are mesh-points from the foregoing step. On the 
fig. 2b the mesh-size is the half of the foregoing one and three overlapping subintervals 17 are 

) defined. For these subregions Q, with chosen mesh-size we 
ne make use of the successive approximations solution proce- 
E) dure. As the boundary values in solving problem for [078 

let us take last approximations at its boundary mesh-points 


ER ER ee always. 
N ” Let us repeat the procedure 2 (see fig. 2c) so long 
Q; until we get the required accuraey of the solution in all 
2 N N) 2 mesh-points. i we 
JR AERGpBEe TER ERBE The accuracy of the solution can be easily estimated 
SEE, SUR: c) from the difference of solutions for two last (smallest) mesh- 
Q; Q, q, sizes in common mesh-points. Hence we see that the process 


Tig.2. An exarmple ofäiminishingofthemesh- Of diminishing of the mesh-size is very helpfull for estimating 


sizes during the solution procedure in theone- of the accuracy of the solution of given problem. 
dimensional case, 


6. Analog eomputer solution 


The boundary value problem for subregions Q;, in every step of the described procedure can 
be solved using an analog computer in a usual way (see [1], [7], [9))- 

In the described solution procedure the solution in some mesh-points in each particular pro- 
blem (for each Q,) are boundary values for further particular problems. These solutions must be 
written down and reproduced when they are needed. For this purpose various devices as for exam- 
ple magnetic memory (on tape or drum), writing and reading devices, various types of function 
generators and further can be used. 

When the desired accuracy of the solution is achieved, the solution in all mesh-points must 
be written down, and thus the procedure of solution is finished. 

In the paper [8] an analogous but much simpler procedure for solving a set of ordinary dif- 
ferential equations of a special form on an analog computer is scheduled. The convergence of it, 
however, was not proved. This procedure is also a special case of our successive approximations 
process. 

With the lemmas 1 and 2 (section 3) the convergence of the described solution proce- 
dure for a wide class of sets of ordinary differential equations is proved. For analog computer 
solution, however, this method can be used only in special cases. In a general case for every step 
of the procedure the computer set-up (programm connection) must be changed. This would be 
very time consuming and therefore this method of solution cannot be used in praxis in those ge- 
neral cases. 

In most cases of solving boundary value problems for partial differential equations by dif- 
ference method, however, the computer set-up for all steps of the solution procedure (or almost 
for all steps) remains without change. 

. It follows that this solution procedure is very advantageous for analog solution of boundary 
(or initial-boundary) value problems. It is obvious that it can be used in connection with differen- 
tial analysers, resistance or other network analogs and any other analog computing devices. 


7. Conelusions 
In this paper a method of successive approximations for analog solution of sets of ordinary 
differential equations is deseribed and its convergence for a wide class of such sets is proved. For 
analog solution, however, this method can be used in special cases only. Boundary value problems 
and initial boundary value problems for partial differential equations in finite difference form are 
such suitable sets of equations. 

The convergence theorem for a wide class of boundary or initial boundary value problems is 
proved. The advantage of described solution procedure for these problems follows from the fact 
that the computer set-up for analog solution (using a differential analyser or other analog com- 
puting devices) remains without change for all steps of the solution procedure. " 

In the example No 1 it is shown that the numerical solution procedure of the LAPLACE 
equation is a special case of described successive approximations process. 

IF A procedure of diminishing of mesh-sizes is proposed. This procedure is very advantageous 
"The described solution procedure enaltes us To OR Er 
with high degree of accuracy using Analog om rt ET “ ee as Wer 
of course, increases). Without it a great N of com ra sd nen N Hin ae iR 
‚omputing units (linear and nonlinear) would 


be needed for higher degree of desired accuracy. With the use of this method the necessary number 
of computing units can be substantially reduced. 
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E Some Problems in the Small Deflexions - 
F | | of Clamped Thin Isotropic Plates 


; By W. A. Bassarı 


Methoden der konformen Abbildung werden benutzt, um exakte Lösungen mit endlichen Ausdrücken fü 
die kleinen Verbiegungen gewisser eingespannter krummlinig begrenzter dünner Platten zu erhalten, die unter 
2 der Einwirkung einer über einer Kreisfläche symmetrisch verteilten Last oder aber von isolierten Kräften und 
2 Kräftepaaren stehen, die an beliebigen oder angegebenen Punkten angreifen. Begrenzungen bestehend aus 
4 den Inversen von Ellipsen bezüglich innerer Punkte oder Randpunkte sind zugelassen. Reguläre krummlinig- 
E polygonale Platten, die von n gleichen nahezu kreisförmigen Bögen begrenzt werden, werden gleichfalls be- 
2 handelt. 

u 


wur _ Conformal mapping methods are applied to find exact solutions in finite terms for the small deflexions 

b of certain thin clamped curvilinear plates subject to symmetrical loading distributed over the area of a circle 

: or acted by isolated forces or cowples at arbitrary or specified points. Plates bounded by the inverses of an 

- ellipse with respect to internal or boundary points are included. Regular curvilinear polygonal plates bounded 
by n equal and very approximately circular arcs are also considered. : 


MerToAbI KOHPOPMHOTO OTOOPAsKeHHUA IIPHMEHAIOTCH IA HAXOFRICHMA TOYHBIX PeieHmi B 
KOHEeYHOM BHUJeE MIA MEeJIKUX N3TMOAHHÜ HEROTOPBIX, CKPEILIEHHBIX B OTIEJIBHLIX MecTax, 
KPUBOJIMHeÜHBIX IIIACTHHOR IIOA BJIIHAHHeM CHMMETPHMUYeCKOH HATPy3KU, pacıpeneJleHHoN IIO 
KPyTy, HJIM BbI3bIBAeMOi OTAEJILBHBIMM CHJIAMU, COOTBETCTBEHHO MApaMu CHI, B TPOH3BOJIBHLEIX 
HIN N30PaHHbIX TOYKaX. BKIIOYAlıTcA B PACccMOTpeHue Tak;ke MU ILIACTUHRU, OTPAHNYEHHBIE 
O6Pam[&HHBIMH OTHOCHTEJIBHO BHYTPEeHHUX HM KpaeBbIX TOYER YLIUIIcaMmu. PaccMaTpuBawrtcH 
TaR/Ke KPHUBOJIMHeÜHLIeE MHOTOYTOABHLIE IIIACTUHKH, OTPAHNMYEHHBIe N OJIMHAROBBIMH MEKAY 
co60H AyTaMu, MaJIO OTIIHYAIIIHMHUCH IIO CBOCH POPME OT AyT OKPYFKHOCTEH. 


1. Introduetion 


The problem of the bending of a clamped thin plate of homogeneous isotropic material 
under aloading normal to its surface has attracted the attention of many researchers. ScHMipr [11] 
‚solved the problem of a circular plate uniformly loaded over an eccentric circle. The deflexion 
of an elliptic plate loaded by an isolated load at any point was found by Sex@uprA [13]. Curvi- 
linear coordinates were used by Sen [12] to obtain exact solutions for uniformly loaded plates 
bounded by the cardioid, BoorH's lemniscate, PAascAr's limacon and the loop of a lemniscate 
of BERNoULLI. The same coordinates were used by Das [7] to obtain the deflexions in a centrally 
loaded plate with the shape of Boorn‘s lemniscate and in a Pascar‘s limacon loaded by an iso- 
- lated force at its focus. WOoINOWSKY-KRIEGER [16] gave a solution in the form of an infinite 
integral for the deflexion of a wedge-shaped plate clamped along the radial edges and carrying 
a single load on the bisector radius of the plate. 
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Complex variable methods have been extensively applied to derive solutions for flexural 
problems of thin plates. Trrrex [15] dealt with clamped slabs subject to isolated interior loading; 
the slabs occupying half-planes, regions which can be conformally mapped on a half-plane and 
infinite strips. MUuskHeuısuviLı's method was used by GRAY [10], DEvERALL [9] and Yu [18] 
in the analysis of problems concerning thin plates under isolated or continuous lateral loadings. 
Stevensox [14] found the complex potentials for a clamped and uniformly loaded regular curvi- 
linear plate which is conformally mapped on the unit ceircle by 


z=cö(l+m{iN), c>®, 0<m(n+1)=sl. 


When the same plate is partially and symmetrically loaded over a concentric circle the appro- 
priate complex potentials were derived by the author [4]. In two recent papers the author [5], [6] 
has also studied the transverse flexure of clamped regular curvilinear plates which are mapped 
on the unit circle by 

z=cii+m®), € >0I, V!sma—y)Er 


the plates being either uniformly loaded or subject to isolated loads or couples applied ai arbitrary 
or specified points. In this paper closed expressions are derived for the complex potentials and 
deflexions of clamped curvilinear plates mapped on the unit eircle y by 


z=ct/1 +40" +40, ce>%d, 


where n is an integer and A,, A, are real coefficients restricted so that the roots of z/(£) = 0 do 
not lie inside y; the plates being either symmetrically loaded over a circular area or loaded by 
isolated forces or couples. For n > 2and certain values of A,, A, the plates considered are bounded 
by n equal and approxijmately eircular arcs. By taking A, to be a complex constant in the case 
n = 1 clamped plates bounded by the inverses of an ellipse with respect to any internal or boun- 
dary point are discussed. The following special cases are included: (a) a clamped circular plate 
symmetrically loaded over an eccentric-circle, (b) an infinite plate clamped in one half of a straight 
ine, (c) a clamped half-plane with a curvilinear notch or a curvilinear boss. Problems of isolated 
nterior loading are considered for all the above types of regions. 


2: General Formulation of the Flexural Problem 


Let 7 denote the boundary of a thin isotropic plate of thickness 2 h and flexuralrigidity D. 
We assume that C is a closed smooth curve Iying totally inside /’ and dividing it into the two 
regions 1 inside C and 2 between J’and C. If p, and p, are the transverse load intensities at 
points of regions 1 and 2, respectively, the small deflexions w, and w,, measured positively up- 
wards, at any pointz=x2+iy=re‘® of the mid-plane of the plate are given by 


w; = 2 Qu) + 2 22) + ale) +82) + We 2) (=1L2)......d() 
where 2,2), oz) (j = 1,2) are the complex potentials which are regular in their domains and 
W;iz,2)(j = 1,2) are two particular integrals of the partial differential equations 

74 m; = 16 AAw.ldz2 922 — 2.7 a 

rw = 16. Aw — pa DD MD Re Bez 
bars being used to denote conjugate complex quantities. When p, and p, are given the corre- 
sponding particular integrals can be easily found and the solution of the flexural plate problem 
lies in the determination of the four complex potentials which satisfy the transition conditions 
along C and the required boundary conditions along /. Once these four functions are obtained 
the deflexions, moments and shears at any point of the plate may be computed by means of 
standard formulae. r 

3. Boundary Coniditons 
We assume that the transformation 


z=2z(l), =f+in=oer, (+ 0, Sıfor a (3) 


me 5 ro y1 N 1 > iR u Fi > » "ar « 7 a} ‘e N 1 2 ı 1 N 
ips neh inside I in the z-plane conformally on the area inside the unit cirele y in the 
S-plane. The conditions for the plate to be clamped along J'are 
v=0, wlan = 0" on Ve (4), 
where oJen denotes differentiation along the outward drawn normal. In terms of the complex 
potentials and particular integral of region 2 these conditions take the forms 
2 (2) + 2 RZ) + we(lz) + welz) + Wea2)=0, r 
5 on REN DN, 
2) + 2x2) + @s(lz) + oW,/öz = 0 ) 5% 


NET ERÄLEE 
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accents indicate differentiation with respect to the argument stated. Writing 
BIT TOR Ta RN 


and assuming that vegion 2 is unloaded (p, = 0) so that W,(z, Z) may be taken as zero, we see 
that the boundary conditions (5) may be written as 


Ko) lo) + 40) Bl) + rl) Hd =0 2.2.2.2... (0a), 
0) Bio) + (0) led HK) =0 .. 2.2.2... (7b), 
where o = e'Yis any point on y. 
4. Mapping Function 
Let /’„ denote the boundary of the plate mapped on the unit circle by 
u aa ne Sr Re a N EEE A a ei} 


where n is a positive integer and A,, A, are two real parameters chosen such that z7’(£) does not 
vanish or become infinite within /„. If 7, is the inverse of 7‘, with respect to the eircle 
2|=dandz=x+iy 7=x+iy are the points on I /7, respectively, which correspond 
to o = e'” on y then 7’ z = d? and substituting in (8) yields 


RR a 6 Bi EN a 0 Pe a a N ri) 
where c’c = d?. The parametric equations of 7, are therefore 


je = cosy +4A,cosn,y+4,cosn;y, Y/’ =siny—A sinn,9y—%sinn,y (10), 


where 
Dee Te an N we pe EN 
and those of /, are 
cez/=cosy+A4,cosmı y+%cosn,y, ceyr=siny—4A,sinn y—A,sinnvy, 
where e®=1+42+7%3+24(1+4)cosny+2/4,cos2ny ya 


By varying n, A, and A, various shapes having several axes of symmetry may be obtained. In 
general, each of I‘, or I„is a certain curvilinear polygon of n sides and n rounded vertices. For 
the contour J‘, these vertices occur when r is a minimum and become cusps when the critical 
points of (8), given by z’(£) = 0, fall upon /„. We now study separately the following cases: 
(a) The case n = 1. In this case the transformation (8) becomes 


BENENNEN TER elle 
and the contour /\ defined by (9) simplifies to 
ee (DE Eee a eeklda) 
where 
Be ee Ed ee ne er er AD): 
Taking A, in (14) to be a complex constant we see that 77 is the ellipse 
ee ee IRRE TRN: 
where 
Be Ir bl EA) arzt Fan: 


The curve 7 mapped on y by (13) (A, complex) may thus be identified with the inverse of the 


ellipse (15) with respect to the origin, where 
De Na tb 1, =la-ha+b), e=2PRla+b) ..*.'. (16) 


d being the’ radius of the circle of inversion. If the function (13) is to map the area inside N 
on the area inside y then the centre of inversion must lie inside /7 and the condition for this is 


Dee) INNERE 
From (14b) and (15b) it follows that (17a) is equivalent to 
RIIITERTERBSAIA—AI <I..:. 0.0. (176) 


If 2, is real the closed curve 7, becomes symmetrical about the real axis and the condition (17b) 


gives 
Bene 1 near. ne -r(EO): 


respectively, with respect to the origin. For A, = 0 we get the lemniscate o  Boor#. 
of a clamped thin plate with this shape has been recently discussed when the pla 
uniformly loaded [6] or singularly loaded by an isolated force or couple [5]. The li 
in which A, = 0, A, = 1 leads to an infinite plate bounded by the two semi-infinite lines > = 


Ber: NE 
BEZ 


= O.and’z;= —_ Del. When this plate is clamped along these two semi-in inite line: 
and is loaded by a normal force at an arbitrary point the problem was discussed by DEAN [8 l. 

 E1>2%,>0(a>b) and A = 43, the centre of inversion coincides with one or other 
of the two foci of the ellipse Z7. The mapping function takes the form e 


Zee tar 2.0), 
and the corresponding contours 7, arethetwo _ 
elliptic limacons . Be; 

r=c(l +7 F 2% cosO)/(L— A (21). 


The limiting case in which thecentreofinversion 
lies on the boundary of the ellipse is worthy 
of consideration. If 77 is the ellipse 


— a2 +y?/b®=1 .. (22), 


then /\ is mapped on y by (13) in which 
)h, = 2 alla + b). Using (16), we see that 
)ı=1+4,. With this value inserted in (13), 
the mapping function becomes 


z=cckl +)A+ARI} - - (WB). 


Setting & = e'? in (23) and separating real and 
imaginary parts the parametrie equations of 
IT‘, are obtained as 


1 
2 ae 
UHR T2A,cosy)” ” UA 22,cosy) 
Fig.1. Inverses ofellipse with respect to points (24). 


on major and minor axes 


In this case it iseasily seen that the straight line 
xz=c(1+4)/2 (1 —A,)? 


is an asymptote to J\. T he boundaries 7‘, corresponding to the four values — 0.2, 0, 0.2 and 1 
of A, are drawn together with the asymptotes to the first and third curvesin Fig. 2. These curves 
are obtained by inverting with respect to the origin the ellipses (22) in which a is fixed and b 


3 2 
takes the values y7b47a and 0, respectively. The particular case A, = 2,4, = 1 is of special 


interest and leads to the mapping function 
z= chl(l + DAN 2 2 an I ee (25), 


which maps an infinite plane bounded by the semi-infinite straight line x > 


BR : Gy= 
area inside y in the Z-plane. ; 


kn 
4 
(b) The case n = 2. Here we deal with the mapping function 

z= ct + A IR 526): 


The parametric equations (10) for I, reduce to 


vl = (1 +A)cosy-+A,cos3y, y'je = (1 —A,) sin y— A, sin Sa lee 


a NEN 4 7 Dr A I rn a & 
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which represent a family of ovaloids symmetrical with respect to the coordinate axes. F1+A, 
= — 94, then I, is a curvilinear rectangle whose sides are parallel to the coordinate axes and 


are of lengths — 16%, c’ and 4(1+5A,)c. Ford, =0, A — the contour /% is a square 
hypotrochoid while if A, = 7 „= —_ then the ratio between the sides of the curvilinear rec- 


tangle Zy is 2:1. The latter curve and its inverse with respect to a concentric circle are shown 


in Fig. 3. Problems connected with the contour T/ have been solved by many authors. See [3], 


 p. 762. In this paper we shall consider the bending of clamped plates bounded by 7’, and subject 


to various loadings. 
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Fig.2. Inverses ofellipse with respect to a vertex Fig.3. Plate with the shape of the inverse ofa curvi- 


linear rectangle 


(c) The case n > 2. It is known that the function 


oo 3 >, 2 Y RE an r R 
ee E 2 = I ) a7 (ni 7 ) es] a>2) (8) 


m-1 


-maps the infinite region outside a regular rectilinear polygon with n sides in the z’-plane on the 


area outside y in the Z’-plane. As an approximation to (28) we take 


ET EEE En En I 29); 
where 
), = —2/{n (n—1)}, A, = (n — A{n? (nal re 29h). 


If zis the inverse of z’ with respect to |z’| = d and Z is the inverse of £ with respect to 
| —=1then 72=d?%,l’C = 1 and substituting in (29a) yields (8). With the values (29b) the 
a T’, is approximately a regular rectilinear polygon with n sides and the inverse curve 1 

n 


498 


the centre and two consecutive vertices of a regular rectilinear et er n sides. Figs 4 and5 4 
5 a=ggandn —4, 3 


show the contours I”, and I}, corresponding to n = 3, A, = — 


h= = For larger values of n the plate bounded by 2,18 x er plate of a special types 


Fig. 4. Plate bounded by three equal and approximately Fig.5. Plate bounded by four equaland approximately 
eircular ares semi-eircular ares 


5. Deflexion of Clamped Curvilinear Plates Symmetrieally 
Loaded Over the Area of a Cirele 


We now consider the bending of any of the various plates bounded by /, wncn the plate 
is subject to the transverse pressure 
p=-prTrls> 2)torr Sa,@2 np, =Süfeeroa 0 Cu 


For s = 2 we have uniform loading over the area of the circle!) C of radius a. 


The total load P, on the plate equals 2x p, a/s and the particular integrals may be taken 
as 


W222) =0, WaD=— pp @)RESD, fer . (31). 
It was proved [4] that the conditions expressing the physical continuity required across C are | 
satisfied by taking . 
1 1 z 
[Oo kz et 1-+ log .) [o()$ = ka a +1+ log 2) m h 
along C, where 
k= Pill6nD), das 
The complex potentials 2,(z) and &,(z) will now be taken in the forms 
; A + A. 
Bene Ber. 2 0 1= > . 
22) = De) =% E 4 + Irae+ıR ai zlog | We 3.0: 


R B, + BC" 
all) k 1° 1 AR 10, I .. 7 & i — a’? log 1 hr ae 


where A, A, A,, B, B, and B, are real constants to be determined from the boundary conditions 
Applying (34) to (32) and using (8) we get I 


A, + A,c® 
2) =DO)=k E 1 + IFA in n%: af + zone] air) 


& R REN B B0% 
PAAR A E E 1» + ir =: ir or a! + a’? log ae) a > ke 


!) By considering loads distributed over the area of a eircle we av 
8 oid the infinite st 
points of application of concentrated loads on plates. See reference [17] for a detailod ee 
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where 
R 1 e 1 a’? 

ee, B=B+ Ir 9; VER re (36). 
Introdueing (31), (34) and (35) in (1) we obtain | 
w - B / ö e | AT 
5 =nR [e:( + T +B, ze) +7 (A, + 4A, | +B&2+(?+d?) ee (37a), 
w u} 
= =R [e(a3 + Tr +B, = +r2(A, + A, 2 +Be— (rt +a®)loegoe ..... (37b). 


Setting z={ = 0 in (37a) and substituting for k, B’ from (33), (36) we get for the deflexion 
at the origin 


r IN: h c 
BD 8uD [e+ we + (1 +) Harn] are (38). 
We now proceed to determine the six constants A, A, A, B, B, and B, from the boundary 
conditions (7). Substituting from (8) and (34) in (7a) we get the identity 
A+B)RB+AL+HTY) HR HA ++) BIN) 
+24A,+24,B,+2Bi1 +41+4, 9 A1+40!+4,29)=0 .. . (89), 


where £ = 0”. Equating the coefficients of powers of lin (39) separately to zero we obtain the 
three linear equations 


A+A+41+42+9)B+B,+AB,=0, 
AA+4A,+24,(1+A)B+AkB +i+A)B=I,t...... (40). 
A(A+2B+B)=0 
Introdueing (8) and (34) in (7b) leads to the identity 
A—gli+AHtT HA HE+ RB? HA In +V)ABA+NE+B) 
+{4, +4, fT+Al ++, DM) A — m At— AB) —nt(A, + Ad, +20 
Bu AR BE-ADDUÜEFN FAIH)EN er. : 38 a (41), 


where the notations of (11) are used. Equating the coefficients of f? or t? in (41) to zero yields 


Inserting this value in (41) and equating the coefficients of the remaining powers of to 
zero we obtain the five equations 


Am, AA+nB +AAgN)=0, 
1A, —2m,A—n,@B+A,B)=k,l+m+24+M)gN: 
(n +1—.n,4) AA —2n,4,4A, +n(l —A) B,—nA,(1+2%)B, 
=4,M1+m, +@n +), +4+2A2q]> 
3A — nn h,A—nR2 +29) B+n,B=el+la+1+y)4+@n + Yy%—1}g, 
A, + nA (B—AB)=(n+1)Adsg 
It can be shown that the eight linear equations (40) and (43) are consistent in the five 
unknowns A, A, B, B, and B,. Solving them we find 


(43). 


A= IBAN JA-A- MD +2 MU +nA— AH nadg 
: + A)AHRT). 
A =4%,J [dl +A)n +1 nl, +nA)g— Al+mA)g—n], 
B=4 JM a MU-A-MDHRU+ MA) da). 


B=-JlU—- ni) +2ng9+nkl+mA)gl); 
B,=4,%J In —n(l +M)ql:; 
NE A) +tn(l+ n, A) A 


at 
v 
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For convenience we introduce the notation 


and substituting from (8), (36) and (40) in (37) we find 


an . „7 (463), 
ee ee ER EST (46a) % 


ss? a 


(ut toge) + eine + + A 0® tn, +22 0* u) B + A Bı 0* tm, 


ERNST ! 
He 5 gti (1 Ao8" 22 o4) — 9" cos p {A1 A, (g 0" —2 Be’ tn) + (lı — Ar 0? In) Bi | (46b) 
) i j ified that the boundary 
here B and B, are given in (44). From the form (46b) it can be veri 
ae ws = 0, du. [de —() are satisfied on o—=1. Substituting for B and B, from (44) 
in (38) we get 


C 1(—nA)(1+2n2)+nAl+ndA)g (47). 
ale (—nA)(d+n2%)+n (14 n,4) 


Setting qg = O in (46b) yields the deflexion in any of the clamped plates discussed in section 

4 due to an isolated load at the origin. See Figs 1—5. - 
288 € 

Appropriate solutions for plates mapped on the unit circle by z = IrAR (n> 1) and 
symmetrically loaded over the circle r = a immediately follow from the foregoing results by 
putting A, = 0. For a point load at the origin the complex potentials and deflexion are obtained 
by setting , =q = Din (34), (42), (44), (46b) and the results agree with those given by egns 
(3.37) of [3]. 

The special case n = 1,4, = 0, !A,| < 1 is worthy of consideration. Here we deal with a 

! : 5 
clamped circular plate in the z-plane whose centre is the point E23, e 0) and with radius 1-2 
>! 

When this plate is subject to the symmetrical loading (30) over the eccentrie circle r = a, the 
complex potentials 2, and w, are 


1 . E 
= klenit, am aaee], 


. ae 
1 a 1+ A E3 
0, —k ei; a isn ag] 


while 2, and w, are found by substitution from (48) in (32). A real variable method of solving 
a special case of this problem (uniform pressure over the eccentrie eircle) was adopted by ScHMIDT 
[11]. The same problem is also included as a particular case in a previous paper [1] where the 


bending of an elastically restrained eircular plate symmetrically loaded over an eecentrie eircle 


is discussed. 'The limiting case when ,=-lh,=l,2= ar leads to the clamped half-plane 
2 

to the left of x = > c (Fig. 2) and it is verified that the results obtained here for this problem 

agree with those furnished by egns (3.1) of [2]. 


In the case n = 1 and A} = 4, we have a clamped plate with the shape of an elliptic limacon 
subject to symmetrical loading over a cirele whose centre coineides with the focus of the limacon. 
When the same plate is under the same loading distributed over a eircle concentric?) with the 

1 


plate the mapping function z= cC (1 + m) ( m| < 2) was used [4] to find the deflexion. 


?) The two elliptice limacons r = ec ( 


1 + 2m cos) have their foci at the origin and their centres at the 
points (+ m c, 0). 


hel=Er va ann ee Aa 


a rg (Gurte Ha + +20 +Rm)BthBotn 
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6. Clamping Couples 


The stress couples Tound the edge of a thin clamped plate are known to 2 given by the 
following simple formulae credited to Stevenson [14]: 


ns Bam WET nee eu (49), 
where P= Dj/2h and » is Poısson‘s ratio. Substituting for w, from (1) and remembering that 
W;(z, z) = 0, the clamping couple is obtained as 
AR m P2(o) 
EB PN re N N 0), 
ns spR (0) (50) 


where o = e'Y is any point on y and z, ®, are given by (8), (34a), respectively, Inserting the 
value of k from (33) leads to 


ee (51), 


ienhtmıue 


where £ = e*'v and A,, A, are given in (44). Putting y = 0 in (51) yields the clamping couples 
at the mid points of the curvilinear edges of the plate as 


P, A, WEIN (52) 
Anh|‘° 10% 


(Ma 


For the family of plates mapped on the unit circle by z = ‚ the expression (51) 


simplifies to IHM 
u he a a aa A) q} A+Ad@-1+HgN 53 
(N $S).=ı oe 2(1+n,2) FR eat 2er ( > 
which gives 
2 4. Aı GET 
De gan? 2, cosny 1) en 
n 1—niA : 4 
ee) N | ae 
- _Bl+M) PLAN A-NVU-A-Ng En 
See | ee irn en, 
ifn> land 


m 7 P.e@ 
(N S)o=1 a (1 u 24608) (ag 2% 0C05y) =, e 


2 > 
( +2Mq —) (54) 


in the special case n = 1. 


7. Moments and Shears at the Centre 


It is known [6] that the moments and shears at any point of the plate mapped on the unit 
circle by (3) are furnished by 


NEE ya a 
6-90 =—AP(l+») IR ; 
fen De &W, 
Sy +P0 +2i00 = BER ECKE TEE ZU) ei 
z 02 7(£) | 
=> Ir 8Ppt au 14655): 
02 —iyZ=-— | +: a8 | | 
where 


Introdueing (8), (31), (35) and (36) in these formula 

central values of the bending and twisting er h 

Case (a). n=1 LA we 
E 


Er} 
= 
0 


2 (1) {08 +24) 0 +27, Bı}cos2yF arn(a+ 


DD UAR + 22) 1 +24 Bi} sin 2y ” ee 


Case (b). n = 2 


er [X Bo — Bı) cos? y (1 +9(& Herz reei]] 


7 


> 


vo g 
= (19) (A, B,— B,) sin 2y : 
0" 8&ah wo 
Case (c). n>2 
ee Tee 
ke DE in EZ Sn nn » 0% 


In cases (a) and (b) the three constants A,, B, and B, are obtained by putting n = 1 and n =. 4 
in their values given by (44). In any of the three foregoing cases the shearing forces eZandyZ | 
vanish at the centre. 4 

EP ge 


8. Appropriate Forms for the Complex Potentials of a Singularly Loaded Plate Mapped b 
on the Unit Cirele by a Given Transformation 


Let us consider the bending of a thin clamped plate conformally mapped on the unit eircie 
by (3) and loaded by an isolated load P, at z,(£,). It was shown [5] that the complex potentials 
and deflexion at any point z(£) of the plate may conveniently be taken in the forms 


2) = h [ro —@—2)log = | Pe E +3, @—2)1og et (59a), 
w—2k E — zu]? log Pu + R{Z(E) Fi) + von cher LS Dh SEE (59b), 


where k = P,/(16 xD) and F(£), f(Ö) are regular functions of Z((£] S 1) which have to be deter- 
inined from the boundary conditions. Substituting from (59a) in (7) we find that the conditions 
for a clamped edge give 


2(0') F(o) + 2(0) Flo”) + fo) + Ko) = 0, 
(Mo) LH ' 1- WE E—H) 
?(0) Flo?) + #0) Fe) + 0) - WE ZIE-D 
ER EA: 
For a clamped plate mapped on the unit ceircle by (3) and loaded by an isolated couple 


at the origin z = 0 it was also shown [5] that the appropriate forms for the complex potentials 
and deflexion are 


. (60). 


&X2) = K[F(&) + Alogl], od) = KM) +AzIegl] ..... (61a), 
w=2K|[(Äz+A2) logo + N{zE) FO + KO x Se (61b) 
K=M/(162D), A=eis 


and M is the magnitude of the cou 
to the plate and making an angle « 
(61a) in (7) yields 


where 


ple nucleus operating at the origin in a plane perpendicular 
with the positive direction of the x-axis. Substituting from 


2(0°%) F(o) + z(0) Flo") - fe) = 
2(0°)) F(0) + z(0) F(o”}) + f(o) + fo) = . (63). 


0 [?‘(o) F(o”) + &(0”!) F*(o) !(o)] +4 2(0) + A Ho”) = 0 


| 
| 
| 


u Bd a ann; 


en 


m 2 


elrcci 10 Wie ee aloraatien (1), in the Et (rl aD 


4? = 1 with respect to any point inside it on the unit circle in the re 
le 211 ih pe 1 any pi me he nl re m la 
ap Se ee ae fnuchausz0) and HEY valEbe ana eg 


A 


s un A,+A,t Bo Ri 
As ib een [a4 immerme| Br. 
A, A, Band B, are, in general, complex constants to be determined. Subst 


dr and (13) in (60), clearing out fractions and equating the coefficients of powers of o 
in the two resulting identities to zero we get a consistent system of equations satisfied by 


A=—ulu +Au), A=nlo+hu+hn), 
4-4 + hu+H 4+nha—M], 


1 / 
B=zpuu, B=-un 


lrene Zu = 
»P A+1&+2GP’ LEGE el Er e E 1re 


 Introdueing (64)—(66) in (59b) we obtain after reduction the deflexion as 


ce da — 6) (1 — a aR: = » £) (67), 4 


+aı3 FE HMENTFR I FACHAOR 
which includes and is a generalisation of eqn (4.7) of [5]. Some interesting special and limiting 


F cases of (67) will now be considered. 


E1>7,>0and}, = 2? then (13) becomes 


z=c£/(l1+ 4) ER DINNUEE RE (68), 
and the plate is bounded by Pascar‘s limacon 
en By) I (69). 
Setting 
= O<ß<o), Mei=edi (=per,t=u+rio) .. ..(70a), 
so that 
| ne A RW 1 AB BE ae (70b), 
we find that (68) and (69) take the forms 
z—gser BT We HE ee (71a), 
r=2g(cosh ß—cosd)cosec®ß * ...-...... (71b), 
- 0 IT WERE 
where a Me a a En DE EEE (71e). 


Equation (70b) shows that the straight line v = f in the f-plane is mapped on y in the 


£-plane and hence on the boundary of Pascar's limacon (71b) in the z-plane. The solution (67) 


can be expressed in terms of the curvilinear coordinates (u, v). Substituting from (70) and (71c) 
in (67) we get the following result for the deflexion w at (u, v) due to the isolated load P, at 


(u. Du); 


P,f 22°] 14 2 sinh (v, — ß) sinh (v — ) 
AzD| 2gq os 22 
2 sin (u, — ß) sinh (v zu) (co - cosh (vo, + f) cosh w + a (72), 


(cosh v, + c0s u,)? '(cosh v + cos u)? cosh 2 


IH == 


ee RT A ei 5 5, 
F 5 T rn a 1 Er e >a 2 er ! 
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where „ru8l : a GE - Te 
2— z9}® _ {eosh ( + 20) — eos (u + M)}feosh w — 0) — eos (U — U} (ap), 
NER; (cosh dv, + c08 uy)? (cosh v + cos u)? 4 


As v, tends to oo, o, tends to zero and the force tends to act at the focus of the limacon (the 
origin). The above expression for w tends to 


2 PeP 20 + sech 2 (einh 2 an A 
Ar D (cosh v + cos u)? 


in agreement with the result found by Das [7]. —_ u: 
IFA, =1 +4, so that we have the transformation (23) then (67) is the deflected form of 
a half-plane with a curvilinear boss if A, < 0 and with a curvilinear notch if }, > 0; the plate 
is bounded by and clamped along the curve (24) and is subject to the isolated force P, at Q,(2o): 
See Fig. 2. For A, = 1, A, = 0 the expression (67) reduces to 2 


BE ne ic 21 ER: (74), 
| 211 +1 +2 

which is equivalent to the well known solution of MıcHErı for the bending of an infinitely extended 
cantilever plate under the action of a single load. In the special case }, = 2, A, = 1 we have the 

mapping function (25) and setting z = ec’ —z’, where 


P 
D=7z TD £ — 2,|? log 


u t 
c z : wege 


which maps the infinite plane bounded by the semi- 
infinite straight line << 0, y =0 on the region in- 
side y. See Fig. 6. Thus for an infinite plate occupying 
the entire z’-plane and clamped along the negative half 


Fig.6. Infinite plate clamped along the negative half 


of the real axis and loaded by an isolated force of the real axis eqn (67) of the deflexion surface becomes 
Ps ‚ rar) 1—L 4c?(1— rn ie - .r 
RD E — 2%? log es Tr ji \ Er el Io (+) —A+Ed)(I+N} | (76), 


where 2,(£,) is the point of application of the force P,. Using (75), the expression (76) can be 
written in terms of the polar coordinates (r’, 0°), (rj, &,) and, leaving out the accents, the closed 
symmetrical result is 


r+1r— 2 (r, r)}!? cos 5 (0 — 0,) 
ir? + 1 — 2r,rcos (0 — 0,)} log — Tr — i 


Ps 


ENIEND 


1 
+2 (r, r)}2 ? (r + ro) cos 5 0, cos u 8 + (r, r)}2 sin-d, sin ) (77). 


Putting r = r,, 0 = 9, in (77), the deflexion under the load is obtained as 


> pn2 
P,n 


-. 
ep! +3ug %) ee 


The particular case of (77) when the load is applied at a point on the positive half of the 
real axis has been studied by WornowsK Y-KRIEGER [16]. Setting 0, = 0 in (77) and expanding 
the result we get | 


TE — 


1 
m 
) : er 
m F oTor y” (ro/r) 
rn D „m (m? — 4) 


1 s 
er ( cos 9 cos 5m 0 + m sin O sin = mo) ((<9<n) (79) 
fr, Srand r is to interchange with I, forr>r, Itiseasi ifi ) 
P >, s easily verified that the expansion (79) 
agrees with that derived by WornowsKY-KRIEGER [16], p. 80 for the i 
entirely different approach. et ee 
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Let us now consider the bending of a clamped plate mapped on the unit circle by (13) 
when this plate is acted upon by a couple nucleus at the origin. Here we assume that the appro- 
priate potentials are given by (61a), where F(£) and f(£) are taken in the forms (64). Introducing 
(64) in (63) and equating the coefficients of powers of o in the resulting identities to zero we get 
eight compatible equations in the five unknowns A, A, A, B and B,. Solving them we get’ 


A=—A—MlathB, A=2A4+(,+mY)A—AB,, 
1 2 n =; = 
A) = 5 [(A + Ald) + (A + Al) + MA —1) Bo], 


1 ee 


a (Bo 


With these values inserted in (64) and then in (61b), the deflexion at any point of the plate may 
be written as 


= ® c(1—o? ALS AN SEA a 
w= Klar + A210 + an En zentzer)| 
81), 


which reduces to eqn (6.9) of [5] in the case A, = 0. Putting A, = 0 in (81) and taking A, to be 
real we get the solution 


Bea ELEEZ ECT (ai mu +ac +2] ETFR(D 


1 2, 


which corresponds to a couple nucleus at any point of a clamped circular plate. In the particular 
case of PAscar‘s limacon (71b), the solution (81) can be expressed in terms of the curvilinear 
coordinates (u, v). Remembering that A, = 24l/? and using (70) and (71c) we arrive at 

8sKgq 


TE (cosh v + cos ı)% [B — v) {cos a (1 + cos u cosh v) + sin a sin u sinh v} 


+ sinh (v — ß) {cos a sech 2 ß cosh (v + ß) + cos a cosh ß cos u + sin a sinh sin u} (83). 


It is easily verified that the solutions (72) and (83) satisfy the boundary conditions w = 0 and 
EA 0onv=Pß 
FRE > 


10. Solutions for Clamped and Singularly Loaded Plates 
Bounded by the Inverses of a General Family of Ovaloids 


In section 4 we have seen that theinverses 7 of the family of curves I’, mapped on y by (26) 
represent certain ovaloids which are symmetrical with respect to the coordinate axes. See Fig. 3. 
In this section we consider clamped plates bounded by I, and transversely loaded by (a) an 
isolated load P, applied at any point z,(£,), (b) a couple nucleus M operating at the centre. 

Case (a). In this case we assume that the complex potentials are given by (59a). The 
regular functions F(£) and f(£) will be tentatively sought in the forms 


3 
ZA, 5 Bucn 
R TEN Dale Saar week a 
ae FAR FT arme 2 


where the complex constants A, A,, B, B„(n = 0,1,2,3) are to be determined from (60). The 
constants A,, B may be taken as real and B, may be taken as zero. Substitution from (84) and 
(26) in (60) gives the two identities 

SA 244,0 Hl ++ )B,o"r+(l +40 +2,0"%) B,or] 

n=0 
1A (0149,044,0°) + A(o+4A, 0144,02) +2 (144, 0242, 0°) (144, 0?+4,0") B=0 (85a), 

3 =, 

3 [6 (1-2, 0234, 0%) A;_n+{n 02 +(n— 2), 0 + (n—4) A, 0%} {o® An + (044, 0°+4,) Ball 0" 
n=0 


n=1 


mn 3 =. 
+ (1—4,02— 34,09) (+ A, 0? +4,) A— 0? (1-+ A, 0?+ 1, 0°) 1« a (ort e|=0 (85b), 
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where 
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Eeatine the coefficients of powers of o in these identities to zero we get a simultaneous system 


of 16 linear equations which are satisfied by 
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. (86). 


When the values given by (86) and (85c) are introduced in (84) and the results inserted 
in (59b) it is found, after a considerable amount of algebraic manipulation, that the final ex- 


pression for the deflexion may be put in the symmetrical form 
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(87), 


(88). 


In the special cases A, = 0 and A, = 0 the deflexion (87) reduces to eqns (3.39) and (4.7) of [5]. 
Case (b). When the plate mapped on the unit eircle by (26) is clamped and subjected to 
the couple nucleus M at the centre the appropriate forms for the potentials and deflexion are 


furnished by (61), where the regular functions F(&) and /(£) will be tentatively taken as 
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Srdes agrees, as it should with eqns “ 6) and (6.9) of [5] in the two particular cases), =0and 
h= ® respectively. 
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(Egypt) 


KLEINE MITTEILUNGEN 


Zur Berechnung rotationssymmetrischer Dü- 
senströmungen 


Bei der Berechnung stationärer und wirbelfreier 
Gasströmungen hat man verschiedentlich ein Anfangs- 
wertproblem zu lösen, das für eine partielle Differen- 
tialgleichung zweiter Ordnung gestellt wird. Handelt 
es sich im besonderen um rotationssymmetrische 
Strömungen, so sind die Anfangswerte mitunter auf 
der Rotationsachse vorgeschrieben. Wegen der Sin- 
gularität, welche die Differentialgleichung dort auf- 
weist, wird dann die Lösbarkeit des Anfangswert- 
problems nicht durch den CAuUcHY-KOwWALEWSKIschen 
Existenzsatz gesichert. Jedoch führt die in der Praxis 
übliche numerische Berechnung einiger Reihenglieder 
zu befriedigenden Resultaten. 

Im folgenden wird die Konvergenz dieser Potenz- 
reihen bewiesen. Die zu einer bestimmten rotations- 
symmetrischen Strömung gehörige Reihe kann man 
nämlich immer durch eine Reihe majorisieren, die 
sich bei der Lösung eines analogen ebenen Strömungs- 
problems ergibt. 

Genauer handelt es sich um den Beweis des folgen- 
den Satzes, sowie um zwei Anwendungen desselben, 
die mit der numerischen Berechnung von Überschall- 
düsen zusammenhängen. 


Satz 1. Es gibt genau eine reguläre analytische 
Lösung o(x, y) der Differentialgleichung 


(9% — a?) Pzz + 2 9x Py Pzy + (9% — @) Pyy 
re ER RTTERE, (1), 


die der Anfangsbedingung 
N) =ya), ym)=0 ...(2) 


für alle x einer Umgebung der Stelle x, genügt, wenn 
die folgenden Voraussetzungen erfüllt sind: 


a) Mit einer Konstanten x > 1 ist 
”»—1l R 
te nee): 


b) Die Funktion y(x) ist an der Stelle x, regulär, 
und es gilt 


a? 


yo) <1. 


ec) Die Konstante o ist nicht negativ. 

Die oben genannten Gasströmungen lassen sich 
durch Gleichung (1) beschreiben. (x, y) stellt dabei 
das Strömungspotential dar und x das Verhältnis 
der spezifischen Wärmen des Gases. Die Beziehung (3) 
gilt, mit a als lokaler Schallgeschwindigkeit, bei 
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geeigneter Normierung der Geschwindigkeiten. Die- 
ser Normierung entsprechend beschreiben sodann die 
Ungleichungen 
u rar 
) er Yps + 9, < 
den Überschallbereich der Strömung. Für ebene 
Strömungen ist o—=(, für rotationssymmetrische 
o—=1zu setzen; x,y sind als kartesische bzw. als 
Zylinderkoordinaten in der Strömungsebene zu deu- 
ten, wobei im letzteren Fall längs der Zylinderachse 
y=®.ist. 


1. Schalldurchgang in Lavaldüsen 
Die Gleichung (1) dient in der Gasdynamik unter 
anderem zur Berechnung der Strömung in LAvAL- 
Düsen. Im transsonischen Bereich arbeitet man mit 
Potenzreihen 
oz, 2) = >; Cmn am Ih ie En Earl (4), 
MN 


deren Entwicklungspunkt den Mittelpunkt der 
Schalldurchgangskurve bezeichnet. Der Potenz- 
reihenansatz (4) wird durch Satz 1 gerechtfertigt, wenn 
nur die Strömungsgeschwindigkeit y’(x), die längs der 
Symmetrieachse y= 0 vorgeschrieben wird, eine 
reguläre Funktion von & ist. 

Zum praktisch wichtigsten Sonderfall kommt man, 
wenn man ein lineares Ansteigen der Geschwindigkeit 
längs der Symmetrieachse fordert, also 


va)= Vize te (A> 0) 


wählt. Hierfür haben MARTENSEN und v. SENGBUSCH 
die Koeffizienten cn bis zur Ordnung 23 numerisch 
berechnet. Alle diese Koeffizienten sind positiv oder 
null. Außerdem sind sie kleiner als die entsprechenden 
Koeffizienten jener Reihe, welche das analoge ebene 
Strömungsproblem löst. Diese Aussagen über die 
ersten Koeffizienten der beiden Reihen sind aber für 
alle Koeffizienten dieser Reihen richtig, wie der 
Beweis des später formulierten Satzes 2 zeigen wird. 
Deshalb gilt jede Abschätzung des Konvergenzgebiets 
der Reihe (4), die bei konstantem Geschwindigkeits- 
zuwachs auf der Achse für die ebene Strömung be- 
steht, erst recht für die entsprechende rotations- 
symmetrische Strömung. Eine solche Abschätzung 
für den Fall der ebenen Strömung findet man in der 
unter [5] zitierten Arbeit. 


2. Die Berechnung knickfreier Überschall- 

düsen 

Um die Gestalt einer Überschalldüse zu berechnen, 
bestimmt man gewöhnlich zuerst die Strömung im 
transsonischen Bereich und ermittelt daraus die zu- 
gehörige Form der Düsenkehle. Sodann entsteht 
die Aufgabe, die Kontur der Düse stromabwärts so 
zu verlängern, daß im Endquerschnitt der Düse eine 
Parallelströmung entsteht. Dabei ist es wichtig, 
Düsenkehle und Überschallteil möglichst knickfrei 
aneinander zu passen. Man fordert etwa noch die 
Stetigkeit der zweiten Ableitung der Düsenkontur. 

Neben der grundsätzlichen Frage, wie man eine 
hinreichend glatte Düsenkontur erhält, entsteht für 
rotationssymmetrische Düsen noch eine weitere 
Schwierigkeit: Die zur Integration der Differential- 
gleichung gebräuchlichen Charakteristikenverfahren 
führen nämlich bei der Berechnung achsennaher Git- 
terpunkte zu erheblichen Genauigkeitsverlusten. Der 
Verwendung nichtlinearer Differenzengleichungen 
steht auf der Achse zudem entgegen, daß das sonst 
zu deren Auflösung übliche Iterationsverfahren hier 
schon in ganz einfachen Fällen nicht konvergiert. 
Überdies ist wegen des singulären Verhaltens der 
Differentialgleichung auf der Achse offen, ob die durch 
ein Differenzenverfahren bestimmten Näherungen 
tatsächlich gegen eine Lösung der Differentialgleichung 
konvergieren; ja selbst die Existenz solcher Lösungen 
ist nicht gesichert, falls man auf die Regularität der 
Anfangswerte y(x) verzichtet. 


Kleine Mitteilungen 


oO 
Pr py = Ony", 
0 


Man kann jedoch eine knickfreie Düsenkontur ohne 
alle Kunstgriffe berechnen, indem man die Strömungs- 
geschwindigkeit längs der ganzen Achse geeignet vor- 
schreibt. Wählt man für y(x) eine analytische Funk- 
tion, so wird nach Satz 1 auch der Verlauf der Düsen- 
kontur durch eine analytische Funktion beschrieben. 
Eine Parallelströmung im Endquerschnitt der Düse 
entsteht, wenn y’(x) von einer gewissen Stelle an durch 
eine Konstante approximiert wird. 


Zur numerischen Berechnung der Überschallströ- 


mung kann man ohne weiteres ein Charakteristiken- 
verfahren verwenden, nachdem man die Strömung in 
Achsennähe mit der Reihe (4) bestimmt hat. Die 
numerische Durchführung von Beispielen läßt er- 
warten, daß man zumeist mit einem Reihenabschnitt 
auskommen wird, der bezüglich y die quadratischen 
Glieder, allenfalls aber die Glieder 4. Ordnung enthält. 


3. Berechnung der Beihenglieder 


Wir wollen eine Rekursionsformel aufstellen, mit 


der sich die Glieder der Reihe (4) berechnen lassen. 
Dazu betrachten wir eine vorerst beliebige Funktion 


= lmla)y" 2. : (Oh 


die in einer Umgebung der Stelle x = x,, y = 0 regu- 
lär ist. Offenbar genügt eine solche Funktion der 
Anfangsbedingung (2) genau dann, wenn 


Plz) = ya), Aa) = 0 +. (6) 


ist. 


Mit Hilfe der Polynome 


n 
An = Anlpa > pn) = 2 Ph Puh» 


_— 


Bn = Ba(P1 - : - » Pn+ı) 
n 
=yY(h+Y(an—h+N) Ph+1Pn—-h+1> 
h=0 (7) 


= Cn(Pu : - 
n 
= 3 (na —h+1)phPn-Arı» 
h=0 
Pe 


en 


ergeben sich die Entwicklungen 


oo 


oo 
= Emmy", Y%y=Eln+1)Pn+ıY9", 


n=0 n=0 


oo 
9%, = & Buy", 


n= n=0 
oo oo > 
Pr = 2 Pn y", pw zn +2)(n+1)gn+24", 
n= n= 


18 


Yy = I(n +1) Yn+ıY". 
n 


l 
‚Ri 


n= 


Diese Formeln liefern nun zusammen mit der Forde- 
rung 9, = 0 die folgende Entwicklung für die linke 
Seite unserer Differentialgleichung: 


{pE — a) Por + 2 Pr Py Pay rt {9} —.a Yyy— ca? % 


»—|1 a —1 
= Ki hs 2 |An+ . Sy (An+ Bi) „| 
| > n=0 ” 
x Norm +2! P2 Cayrl (an +l)pnrıy" 
n=( er n=0 


nd & er | 
y er > + 212457 (An + Bu] | 
n= 


r 


(n +2) (mn +1) Pn+2y" 


\z 
PS 


n=(0 
— 1 un oo 
Ho IH Sud Bu) yr 
| m n=0 
x = (n +2) In+2y” 


i 


t 
1 
} 
i 
“ 
} 
. 


k. 


REITEN 


PH 
VR 


aa CR 2 


« 


+ 
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en a Kl er Bemerkung 1. Wenn o, x und y(x) den Voraus- 
= a" B3 ( 9 An-it p) -) Pi setzungen von Satz 1 entsprechend vorgegeben sind, 


+2(-+]) Cn-iPi41 +6+2)+ l) Ba-i Pizza 


N \ et 
+@+1+o0o(+ 2)” D) (An-i+ Bn-i) Pi.) 
“rl ‚2 u! 7 
er (ee 
”»—1 


— (n+1+0)m+2) 


3 1— 9) Pn+ ı 5 
Die gesuchten Lösungen der Differentialgleichung 


müssen also notwendig der folgenden Rekursions- 
formel für n = 0,1,2,... genügen: 


r+1+0)n+2)(1—p)) mare 


—1fr, 
+1 
ai An-it Ba) P 


n 
> 
N 
4 
x»—l 
2 
“»—1l 


+irl+ GH) (dn-it Bud ie) 


# @+1) On-iPi41 


+ 


@+2)(i+ 1) Bn-i Pi+2 


.. (8). 


Man erkennt, daß hier die rechte Seite ganzrational 
von den Funktionen 9, 91: - - » 9n+ı und deren Ab- 
leitungen erster und zweiter Ordnung abhängt. 
Außerdem wird nach Voraussetzung b) von Satz 1 


In =1—-m 


in einer gewissen Umgebung U der Stelle x, nicht 
verschwinden. Deshalb bestimmen die Gleichungen 
(6), (7) und (8) eindeutig die Funktionen g9(X), 
Y(%), 92(%),-.. Diese so definierten Funktionen sind 
allein der Umgebung U regulär. Mit der Konvergenz 
der sich daraus ergebenden Reihe (5) wird auch Satz 1 
bewiesen sein. 


4, Konvergenzbeweis 

Die Konvergenz der Reihe (5) kann mit der Majo- 
rantenmethode von CAucHY bewiesen werden. Denn 
es gilt der folgende 

Satz 2. Die Konstanten x, o > 0 und die Funktion 


[e,0] 
ver) = 3 am (8 — 2%)" 
m=0 
mögen den Voraussetzungen von Satz l genügen, und 
es sei dazu die Reihe 


[0 0] oo oo 

DZ Pnle) y" = 3 2 mn (& — X)" y" 
n=0 n=0 m=0 

auf Grund der Gleichungen (6), (7) und (8) bestimmt. 


Ebenso möge den Konstanten x, o=0 und der 
Funktion 


= Oo _ 
ya) = 3 am (0 — %)" 
m=0 
die Reihe 
o_ OST | 
Zn) y" = 3 3 omn(& — %)" y” 
en=0 n=0 m=0 
entsprechen. 
Falls dann die Ungleichungen 
vor, 
|am | S dm (a0 1 27 1), 
a —l1 


bestehen, gilt für alle Indizes m und n 


|emn| < Cmn: 


so kann man dazu immer eine Konstante % und eine 
Funktion ’y(x) so bestimmen, daß alle Voraussetzungen 
von Satz 2 erfüllt sind: Zum Beispiel genügt esimmer, 
wenn man 


|aml für m #1 


Gm = (ie +1) für ml 


setzt und x im Intervall1<x <x genügend nahe 
bei 1 wählt. Wenn insbesondere 


»—| 
2 > 
Er aus] 
ist, so genügt es auch, wenn man definiert: 
Am = |am| (mr ar) 
mer, 
Bemerkung 2. Wählt man o=(, so löst der 
CAUCHY-KOWALEWSKIsche Existenzsatz unser An- 


fangswertproblem. In einer Umgebung der Stelle 
= %, y = 0 konvergiert deshalb jede nach Satz 2 


[6,0] 
gebildete Reihe 3 py(x) y*. 
n=0 


Wenn also x, o und y(x) im Rahmen von Satz 1 
gewählt werden, so sichert Satz 2 die Existenz einer 


[0,6] 
konvergenten Majorante der Reihe 3 @n(x) y”. Es 
n=0 


fehlt daher nur noch der Beweis von Satz 2. 
Aus (6) folgt cmı = 0_ bzw. Cm = 0, und wegen 


[am| ZS am auch |cmo| S Cmo- Mindestens für n = 0 
gelten deshalb die Ungleichungen 


[emo] Z Cmo » 
: i—1 _ 
mi SI, mio (9). 
WON en Dee) 


Ein Induktionsschluß nach n wird die allgemeine 
Gültigkeit dieser Ungleichungen und damit erst recht 
Satz 2 erweisen. 

Wir wollen beide Seiten der Rekursionsformel (8) 


durch 1 — 9}? dividieren und sodann nach Potenzen 
von (© — x,) entwickeln. Hierbei verwenden wir die 
Abkürzungen 

1 


(6%) 
= Simba. 
m—=0 _— 9 
(6) 
In= !mn(E — %)" 
m=0 
n—1 


= (pP — ch) Pr + 2,4n-i9, » 
= 


[e) n—1 R 
Sn = I smn(& — %)”" = 3 Bn-iP} 
m=0 i=0 
(6°) ’ ( (10). 
Tn= 3 tmn (& — 2%)" 
m=V 
n—1 n 5 % 
= 312 +1) On-iPirı 
i=0 


IF (Ü +2) (0 + 1) Bn-iPi+2} ’ 


(6%) 
Uni = DI Umni(® — %)” 
m=0 


—= (i +2) (An-i+ Ba-i) Pirz2> 
G=0,1,...,2»—1;2=0,12...) 
Man findet 
(n+1-+0)(n +2) Pn+2 
= Be Birk > e—1]) alt 


92 a 
| Te (@+1-o) Uni ’ 


i= 


510 


und hieraus durch Vergleich der Koeffizienten von 


Rn)" 1 

ge 
(n+1+0)(n +2) cmın+2 = Eam-il—ım 
? j=0 


+ (ee 1)6+ Dr Dean ten 
n—1 


2 
mt Zr ttou|. REN: 
t= 


Wenn man sich jetzt A„, B„ und O„ nach Potenzen 
von (2 — x,) entwickelt denkt, so sieht man an Hand 
der Gleichungen (7), daß die Reihenkoeffizienten 
Polynome in den Go, Ck1, + + + » Chınyı (k = 0, 1, 25...) 
sind. Jedes dieser Polynome hat als Koeffizienten 
nicht negative ganze Zahlen, die von x und o unab- 
hängig sind. In der gleichen Weise hängen auch die 
Größen Ymn» Smns Imns Umni von den Ckos Ckls +++ > Ck, n+1 
ab. Das folgt wegen 


9 — Ah = tn lo —%) + 
aus den Gleichungen (10). Wir schreiben 


En 


Yan = Tmn(Ckos » + > Ck,n+1) > 
Inn = Imn(öbes «>, Ob) ehe: 
und gewinnen aus der Induktionsannahme (9) die 
Abschätzung 
Irmn| S rm (Ckol» - + +» [C&,n+r)) S Fımn - 


Ebenso gilt |smn| S Smn, |tmn| S tmn- Die Größen 
Umni enthalten Keine von allen cyi4» Cı,i4» » - - 
freien Glieder und gestatten deshalb sogar die Ab- 
schätzung 

i+l _ 


et 1 DB 0 mni x 
Wegen |p(&)| = |y'&)| < 1 ist die Darstellung 


umnil = 


oo 
= Zutat 1l+o®+ol+--: 
m= 


zulässig. Also ist auch |qn| S Zm- 


Auf Grund der Voraussetzungen von Satz 2 wird 
schließlich auch 


ei Bi 
sm, 
«+1_?7+1 2 2 
u < 
Se (pa 


und mit allen diesen Abschätzungen liefert endlich 
die Rekursionsformel (11) 


I(n +1+0)%® +2) Cm, n+2 


m 


< S- I dk a “+1 
= 2 Um-i = 1 rin fr | 


re 
2 


x N 7 2) ( u l) Ejra,n + sin + — - 


fin 


n—1 & 
T Eh (W nt 1) Uni 
i=0 
= (n ni 1) (n+ 2) Cmn+2 > 
ee 
n+i+ro mma, 


Ri 
|Cm, n+ e| Be 


Hiermit sind die Ungleichungen (9) durch vollständige 
Induktion bewiesen. 
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EineVereinfachung des v.Karman-Pohlhausen- ar: 
Verfahrens für Grenzschichten an Rotations- 


körpern 3 


Zur näherungsweisen Lösung der PrawprLschen 
Grenzschicht-Differentialgleichungen geht man beim 
v. KARrMAN-POHLHAUSEN-Ve vom Impuls- 
satz aus. Dieser lautet für die zweidimensionale 
stationäre laminare Wand-Grenzschicht eines in- 
kompressiblem Mediums der Dichte ge und der kine- 
matischen Zähigkeit v (vgl. etwa H. ScHLicHTing!), 
Formel (12, 18), S. 224) 


vH ++) UU-T a 


Darin ist U(x) die Außengeschwindigkeit, 9x) und 
ö*(x) bedeuten die Impulsverlustdicke und die Ver- 
drängungsdicke, während 7,(z) die Wandschubspan- 
nung darstellt. Die unabhängige Veränderliche x ist 
die Bogenlänge längs des angeströmten Körpers, 
Striche bedeuten Ableitungen nach x. 

In der Horstein-Bontexschen Modifikation des 
o. e. Verfahrens (vgl. !), S. 224 ff) wird nun angenom- 
men, daß z 

2 


= —U 
v 
ein SEGEHEREIREN ist derart, daß 9=# (x), 
e*. Tor 5 
F = fi(x) und son = fı(x) gilt. Setzt man dann 
noch 


age 
v 


so ergibt sich mit 
Fr) =2, —4r —2xfı 
für Z(x) die Differentialgleichung 


= mit «=ZU' ...(. 


Für die Grenzschicht an einem axial angeströmten 
Rotationskörper ohne Querströmung lautet der (1) 
an Impulssatz (vgl.!), Formel (12, 38), 
S. 236) 


OHREN UU+ ven (3). 


Zr 


Dabei ist jetzt x die Bogenlänge in meridionaler 
Richtung; durch den Radius r = r(x) sei die Körper- 
kontur gegeben. Macht man nun nach F. W. ScHor.- 
KEMEYER (vgl. !) S. 236) dieselben Ansätze wie oben, 
so ergibt sich hier statt (2) die Differentialgleichung 


I fi 
Z=— — — —_ 
ve) —2x— U (4). 

Es scheint nun noch nicht bemerkt worden zu 
sein, daß hier ein etwas anderer Ansatz zweckmäßiger 
ist. Wie man nämlich aus der MANGLer-Transtor- 


mation (vgl. !) S. 181/182) sofort entnehmen kann, 
kommt man für 


mit «=ZU' 


!) H. SCHLICHTING, Grenzschicht-Theorie, 3. Aufl., Karlsruhe 1958, 


i 
s 
i 
ö 


Aka ib 54 de 


yarnis einer (nur ungenau ausführbaren) numerischen 
erentiation. k 


ser: Dr.Karı N ICKEL, Karlsruhe, Brettenerstr.9 
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a Effect of an Isolated Force Acting ataPointnear 
' a Rigid Circular Inclusion in a Plate 
Introduction i 

z a recent paper, Sen (1957) has given a simple 
ethod of solving the problem of an isotropic plate 
with displacements prescribed on a circular boundary. 
In this note, the problem of an isolated force acting 
at a point outside a rigid circular inclusion in a thin 
plate has been solved by using the above method. 


I. Method of solution 

We take u and v to be the components of displace- 
ment along rectangular axes OX, OY, and suppose 
_ that they are independent of the co-ordinate Z. 
 Assuming further that the Z-component of displace- 
ment is zero, we get in the absence of body forces, 
the equations of equilibrium 


au 


E TSF N aN,.. 
= r Pu — (> 2) . (1), 
where " Si 
3 ou ERREGER 
E. era Menatna 
E. 
For generalized plane stress 
Rr. rd 
en 


. where o is Poıssox’s ratio. 
A being a plane harmonic function, we can put 
| A = Re &(z) . (1.2) 


in which Re denotes the real part, z2= x + iy, and 
®(z) is an analytic function of z to be determined. 


2 If the boundary of the eircle ber = a, it can be 
easily found that the solutions of the equations (1.1) 
can be expressed as 
B-: 
2 & 
= urLTT Re |(a? — r?) 2 + Rel[gı(2)] , 
= 4(1— 2») 2 
1 i&(e) LER) 
= — — 2 — r?2) ——| + Re [9,(2 
0) 


In the above expressions g,(z) and g,(2) are analytic 
functions of z such that 


[Re g()],—a = &lı=a » RER 
[Re 9z2)),—a = [el 


LE N Er nn 


u 


kr 
find that the above result is satisfied fe D[T———- 


Mate]. u 
_ primes indicating that the functions have been diffe- 


rentiated with respect to z. Since g,(z) and g,(z) are 


supposed to be known, the values of D(z) is given 
by (1.6) and hence from (1.3) « und v are completely 


determined. 


2. Problem 


Suppose in an infinite plate there is a force F acting 
at (c, 0) in the direction of the z-axis, c being greater 


supposed to be rigidly fixed. Components of displace- 
ment due to such a force (neglecting rigid body 
displacements) are. 


n=—@lten +], 


1 


DE 

=) 

1 

where 
F 
EEE) 
3 —vV 

= n a EP 2 
a Ph plate, and = (» — co”? +12. 


Let B be the inverse point of A with respect to 
the circle and R,, .Ryg, the distances of the point P 
on the circle from A and B respectively. Then, 
since R,/Ra = c/a, 


1 


ER oe) 


+ k(loge—log a) 


2 
Bla =— los Zu + za] 
r=ü 


=—Q 


ER I 
ehe ee. 
240 iz — ia? 
ln, 2a 
nt C ra 


than the radius a of the eireular boundary which is 


Bee EEE ee ner nn. 
re a ee ae 
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If the circular boundary be rigidly fixed, we are 
to find us, v; from (1.3) such that 


[%2],—a = 7 [u],—a 
2 
=Q|LRe |o2 ?- a) 


Pr 
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with non-linear components of strain. The gov. 
differential equation was solved graphically 
certain special cases were examined using the me 
developed in an earlier paper [4]. In addi 

the computational labour involved and the necessity 
of constructing suitable graphs for different cases 
under consideration, the method cannot be gene- 
ralised. : 
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SEN, BIBHUTIBHUSAN, ZAMP Vol VIII (1957), p. 307. 


Verfasser : SMRITIKANA BHOWMICK, Department 
of Mathematics, Jadavpur University, 
Caleutta-32, India 


Dislocation of the First Order *) 
1. Introduction 

An analogue of what is called by CoKEr and FıLon 
[1] ‚The dislocation of the first order‘ had been con- 
sidered by 8. T. NewinG and W.M. SuerHeRrD [2] 


*) Read at the UNESCO Symposium on ”Non-linear Physical 
problems‘‘. Roorkee 1959 Dee. 


Me: akuei.a 2.3). _Analytie solutions of the problems of [4] have 
+klloge—loga) +, Re —| > (2.3) 3 Ehe: obtained [3]. f Ei pro de 
Tr es solve the problem of dislocation of the first order. 
(22 — a? Let a uniform eireular tube undergo the following 
® = —[v] Bent el two t of deformations (i) let a portion 
[ 2 [ Ir=4a 2C [77 ypes r > 
8 Irma no kormed, be nultag socuneiy: Ci) Tat Pie 
= so formed be uni 3 { 
indi i i ial plane and the surfaces so formed 
Thus for finding u, and vs, we can put in (1.3) slit along an axial p ] 
en. kalng sans to con Mas Min als De 
nen | El8 6 always in axial planes. Let the internal radius of 
the tube be l and the external radius a and let the 
var eylindrical surfaces be subjected to uniform normal 
.eene an. forces Pi and P,. We shall assume that the tube is 
26 A La (2.4). in a state of plane strain; this can always be accom- 
plished by the application of suitable edge tractions. 
iQ #2 —a? 
9.2) = 20 i a? 2. Components of displacement, strain and 
Se stress .* 
‚6 Let the axis of the eylinder be taken as the z-axis. 
ze Dar Then 2=rcos® and y=rsin®. Let the point 
li k which was initially at P’(Qr, A ©,z) move to P(r, ©,z), 
3 —4» a? where @ is a funetion of r, A is a specified constant. 
c Then we have 
1 a? ce? —.a? 
ee an (2.5). u=rc80—Qrcs4®... (LI), 
.-&)) v”=rsin®—QrsnA®... (12) 
Substituting these values of ®(z), g,(2), and 9.(2), we WU ee Fe (1.3). 
get us and v, from (1.3). Values of displacement are Using relations of the type 
then given by 
u=u+ Wu, v=u+t% . . (2.6). ee ee (&) + (@) 2 ()] 2, 
To have an idea of the variation of the strength of >. & > 
the bond at r = a, the values of _n,m_ Eu u 2 20 | öwöu]n,, 
7 vlox Y 
72 = 10 FI ni ER 2.3), 
for c=2a, and v = '25 are determined, and given 27 Tapes (2.3) 
in the following table. TE een (2.4), 
Table frrc=2«a, v='"25 and S=EQla. 
= | 0 = Ei ii = rt an | 38 | 5 
, | 12 6 4 I 3 T.# gr 
n Rr— FT, > | 490 | 404 | 3:28 | 273. 191 | —'02 | —'66 | —'64 | —61 | — 00 


we obtain 


en ee 


FE 2 Q+rQP— 1: $ 
+ #11 — (@ + r@')? Co®®@ — 42Q% sin? 0] (3.1), \ 
. 
er ! 
I=ZRL—-Q+rQ%— Arge \ 
+ all — (Q + rQ@) Sin? — 42020089] (3.2), } 
2y=—ul(@ +rQ)? — 42Q2]Sin ®c0s® . (3.3), . 
2z=o@it N), Rei=0 .2.084, 
where 
m 
Ve (3.5). 


DE Eee” 2 Er mn 
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3. Satisfaction of the equations of equili- 
brium I 

. z-axis being the axis of the cylinder, and 22 being 
independent of z, the last of the three equations of 


rs equilibrium is identically satisfied. Each of the 


- other two reduce to [2], 


HrNMarA+HrON)A+2W)+IALrQQ 
+ala + ra? —2Q]=0 (A). 


Substituting 
ee che (5.1) 
: we obtain 
EC ALHN+NLHLQQ 
: +e#[Q@+QY—4Q2]=0 (5.2), 
here and hereafter, 
dQd A 1 
Be av Ve Ye = 
Q Sa: 7 E20 and Ar 2m (5.3) 
Let us assume that its solution is given by 
Beat mie... . 160, 
then 
20 = AvW — aA) — uw (my + a)—a, (6.2), 


605 = (any + a) [A 2 W aa, — KH (2 aya, + ad)} 
— (a + 2a] — 2 u (a +2a,)— 2a, (6.3) 


and so on where a, will be functions of a, and a, for 
nn 2. 

It remains to be shown that the series converges 
in a certain region.. Depending on the degree of 
accuracy desired in any problem, the first few terms 
may be taken as an approximation. 

Dividing (5.2) by Q? and substituting 


% 
ee ET), 
z (7.1) 
we obtain 
(1+P)(P+P2+P)+24?P 
+w[1+ PP? —4]=0 . (12). 
Putting 
PER ae 
we obtain 
RE’+R—-(6G,R+0&R—(G,=0. (82), 
where 
Be een 0 SAN O= ACH (8.3). 
Putting 
il 
R=7 alle), 
we obtain 
770,7? -—0, 7 +0 T—1=0. (92), 
Its solution may be written as 
dT 
| N ea 


T'he denominator of the integrand is a cubic in 7 
with real coefficients, hence there is at least one real 
root. (9.3) may thus be written as 


A, AT+A4;, 
Irr“+ KR-KTLE, 
which may be evaluated by elementary methods 
after finding the constants appearing therein. It 
has'not been found possible to factorise the expression 
for general values of ©, 0, and (,, but a few particular 
cases are demonstrated. Taking an extreme case 


-dT (9.4), 


1 ; 
where the body is incompressible a = —, we obtain 
for (9.3) a solution in closed form as 
log(T”—1)+ og (42 72 1)— Atan!(AT-+]) 


+(1+4M)ti+K=0 (10). 


Taking A = u the cubic reduces to 2 4? 73 — 42 T2 
+27 — 3 which cannot be factorised immediately 
for arbitrary values of A. In particular taking 
A = 0.9 and A = 1.1 we obtain respectively 

ö FRECHE 

(T — 1.0345) (7? + 0.5967 T + 1.7901) 

+24°t= constant (11) 


dT 
| (T — 0.969) (T? + 0.4264 7 -+ 1.2793) 
+ 2 42: = constant (12). 


The integral may be evaluated by elementary methods 
and a solution of the type (10) will be obtained. 
Negative values for 7’ are inadmissible because of 
the first term. If we assume solutions in power 
series of i for (10), (11) and (12). They converge for 
all values of t except those that make T =], 
T= 1.0345 and 7 = 0.969 respectively. Going 
through the substitutions in the reverse order one 
can obtain a solution of the equation (3.2). 


If we assume the solution of (8.2) to be given by 


Rob bt db, BEREIT 3), 
we have 

bb + at —z— 0 (13.2) 
25,6 +53 +36, — 2b +ob, = 0 8 


etc. b„ being a function of b, for n>1. This series 
must converge for all values of f, but one, in each 
case. Substituting (13) in (8.1) and (7.1), we obtain 
for Q a power series 


Q=dhtdht+dt2 +... .. (l4l), 
where 
d=d(,—1 
een | ©. can. 
2d = dd + (u — 1) 
etc. 


The series (14.1) is the same as (6.1) except that the 
arbitrary constants appear differently. 


4. The boundary conditions 


The boundary conditions require that the normal 
tractions on the cylindrical surfaces should be equal 
to the uniform forces applied. That is 


Zn Pi on n—=1I and’27rr=P,Xon r=a(l5) 
where P, and P, are specified in advance. 
277-412 — (Q + Q%— 203 + 241—(0 +0) 
(16.1). 
Because of the complicated nature in which the 
constants occur in (6) we shall have to choose a 
finite number of terms for Q depending on the degree 
of accuracy desired. Taking Q = a, + a, t, the boun- 
dary conditions become, 
2 — (a, +4 + 4)? — 4? (a, + a, 8)? 
P,whenr=1 


3 — (qa üar 7.8 

+2 {1— (+0, + at)?} P,whenr=a ) 
where 

D 
m=Z a TE HTRDN 
Solving the equations we obtain 

(Kg — Kzı) 8? 2 (Ka Kzı)S Ki Kn=0 (18.1), 

where 
a, DIE 
Sr (18.2), 


K, Ku =1+ 2 +2 ( 
KkKu=1+2m.: a ter (18 
DO TER, 
KK 1a 2 he) 
34 


Va Tea Er EEE. . 
a 3 Fa » ER 4 .r er u 
= uf! h we it. 
Kleine Mitteilungen RE 
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Kı Kn= (1 +loga) (1 +2) + Aloga. . (18.7), 
KyKy = (1 +loga)? (1 +21) + 42 (loga)? (18.8), 
KR=—-PR+2+2m- Be ee en ai“ (18.9). 


After finding the value of 8 from (18.1) the value of 
a, and a, are obtained from (18.2), and 


(Kuat2KaS+KamM)ag—1=0.. (19). 
This completes the solution of the problem for any 


specified values of A, P, and P,, the elastic constants' 


of the material of the tube being known. The case 
of P, and P, being equal to zero is of interest as it 
concerns also the problem of a curved plate which is 
bent by edge couples so that its initial curvature is 
either increased (A > 1) or decreased (A < 1). 


The value of the couple M is given by 


d 
-- [Bdra= nz (say) . (20.1), 
5 


From (3), 66 = 4 — (Q + Q')? — 42 9° 


+u(1— 420%) .. . (20.2). 
Substituting the value, and integrating we obtain 
«a—1 
M,=-{@+ a” +4; —2—2m(l—Aras)} 


+2. 1+42+2mA)+a} N 


+a3{(l +4? + 2 u, 49} I; . (20.3); 
where R j 1 
| 5 a? 
7 zlega—-7 4 “ (20.4), 
a? 
1,= 7 (log a)’ — I, (20.5) 


The solution can be extended to the case where 
the tube consists of two different isotropice materials. 
Then Q@ will have two different values Q, and @, in 
the two regions. Hence the equations corresponding 
to (5.2) will have solutions of the type (6) i. e. there 
will be four arbitrary constants to be evaluated. In 
addition to the two boundary conditions (15) at the 
free surfaces, we must impose the conditions 


Qı=0Q, and Fr, =rr, atthe common boundary (21). 


The problem of an aelotropice material can also be 
solved similarly. 

Values of a,, a, and M, are caleulated and tabulated 
below for some typical cases. 


4=09I a=1l 


A090 = 1.18 


KK u | —a M, a, I—a| ıM, 

0. \1.2569| 2.1062) —0.0005 | 1.0943 2.0790) —0.0556 
0.5 11.8939|2.1117 0.2747 |1.7617/2.2543| 0.2456 
1 |2.076712.4877, 0.6706 [2.1171 2.4683] 0.9700 


—— 22. 


A=09 a=12 A=]1l.l a=]1.] 


um % | —a M, % |—a Mı 
[0 
0 11.3384|2.0795, —0.1817 [0.9913 1.8919) —0.0026 
0.5 |1.7969| 2.2316 0.2060 11.4718 1.9677 0.232] 
1 [2.1472|2.4448 1.1481 |1.6660 2.1375 0.6316 
Dessen Yyyyyssssssssssseee Be 
A=11l a=1.15 4=11.+d=12 
ka | Ay AR M, Ay AN di) Win 


De ee BE ee DE Ba Kae 
1.0013|1.8882| —0.0551 [1.0564 1.8618| —0.1964 
1.4011/1.9604 0.2164 [1.4303 1.9425) 0.1481 
1.7000,2.1211| 0.9070 [1.7277|2.1002| 1.0621 


Hoo 
ou 


Tu 


The strange values of M, we obtain for the 
it = are due to the fact that the value of a is 


actually; for any real material. Taking the case of | 
India rubber o = 0.49 we obtain the followi 5 table. ° 


0.02 
0.0293 


4707 | 2.1533 


1.144 0.0372 | 1.1212 na 
1.2 |1.5436 , 2.1269 


0.622 | 1.1908 1.8924 
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Formeln zur numerischen Integration über 
Kreisbereiche 


Gemäß der Gaussschen Idee ist man beim Her- 
leiten von Formeln zur angenäherten numerischen 
Auswertung von Integralen bestrebt, einen TAYLor- 
abgleich bis zu Gliedern einer bestimmten Ordnung 
einschließlich unter Verwendung von möglichst 
wenig Punkten zu erzielen, indem man sowohl 
ihre Koordinaten als auch die Gewichte der an 
diesen Stellen genommenen Funktionswerte geeignet 
festlegt. In dieser Mitteilung sollen derartige For- 
meln — die für die Praxis durch die Möglichkeit, 
elektronische Rechenanlagen einzusetzen, gegenüber 
früher stark an Bedeutung gewonnen haben — für 
kreisförmige Integrationsbereiche (K:® +? <r) 
zusammengestellt werden, und zwar neben bekannten 
auch einige neue höherer Ordnung. 

Als Bausteine!) bieten sich — wegen der weit- 
gehenden Übereinstimmung der in den TaYLorent- 
wicklungen auftretenden Differentialausdrücke — 
neben der Mittelwertformel 


u 


| 
Pepe | | ulx, y) de dy 


K 


N 2 
“ /r\2n 1 ee 
Sn nn ıkrri 
— du + Bonsai 
_ \»2 t au ! 2N+2 
37) n!ln + 1)! + 
die Summen der Funktionswerte in den Eckpunkten 
regelmäßiger, Kreisen vom Radius o, we bzw. r, AR. 
einbeschriebener Polygone an: “ 

2m 

Sr 


. 4 T 
Y en “nr a 2 
So (Com u $2 (Oo? COS u =: o, „sin = 


u=1 
N o 2n 
D r \-N Ogm _ 
=2m!Y > Ar 
A W n!n! 
I N an 


us e di an ESS \ > Sehe 
’ 2.2.) (n + Im)! (n— Im)! 


& —Im— 
x az BF (2), 


!) Bine ausführliche Erläuterung der Bezeichnungen, insbesondere 


der Operatoren ml =0,1,2,..52=0,1.2,...),'sowie die 
Beweise für die Gültigkeit der TAyLorentwicklungen in (1) und (2) 
findet man in [1]; der Beweisfür (3) folgt unmittelbar aus dem für (2), 


indem dort überall « durch u — e ersetzt wird. 


i = I Kleine Mitteilungen 


2m 
j An I\z = En einfachsten Ansätzen (N = 1, N==3h 
> ultomr cos (a >| B N 4) ( Zw. 


f Tantsin (02) ,) ra>a, zu y) de dy 


re r) + 84,284(04,57) + la Tl r)} 


bzw. 
il 
ER Ryx4a =: | | y) dx dy 


v3 5 (z) ” Tam K 
naim\2) (m+im)iin—Im)! — {mp Mg + 86,186(06,17) + 86,8 86(06,g7) + Le,ı Te(ts,ır)} 
berechnet man leicht die Abstandsparameter Ogm 


N N 
ee GB = TEN, 


+ R** .. (8), 


m für die 


und 7, „ sowie die Gewichte my, s,,, und t, 
ersten vier .der in der Tabelle er Be 


foxcor weitere Formeln enthalten auch andere Summen 
M, == (0, 0) . . . . . .. (4). Se Ts, Se IR 10> * 
—,eeeeeeeeees;,e,ezerz  TT— ———— 
Stütz- Best- } 
Nr. stellen | glied Gewichte Abstandsparameter Lit. 
1 1 
Rı 41 75 = > [8] 
1 
Mg = 4 
RB ; 2 5 [10] 
ba,ı = EST = cr 
| 3 E 3 
4 = g7 rer 
4 
g 3 12 Rz x Ze RE, ee. ; [3], [4] 
e 841] 551 + 41 V29 oil _ 273729 
i Sa 6264 0%, 52 
g eo 
E 0 2304 
> ] & E 
125 ENG, 
4 19 Zug bg, = 3072 Dale e> 
| _ 110297 + 5713 yl1ll Fl  96FAV/IlL 
3 2045952 02, 155 
81 5 
= 305 T,1 ih 
h > 7494892 + 1053 263/19 de 125 # 10/19 
5 98 Ras h R 205.200 000 Ha 183 
=, 655791415454 . 10-1 Ou= =, 326655862 701 
31,2 = 0490399 916287 - 10-1 4,8 = 0,720 984 642 976 
84,3 = 0,104912371962 - 19-1 043 = 0,9797798 373 636 
2815 BE 
"0 7 43632 | 
16807 ER, 
10,1 = : | 10.2 002 
6 Fa a A un 2 Per et ä ? 
510,1 = 0,314864413 570 - 10-1 O0, = 0,451092 736.034 
S10,2 = 0,367 783 672793 - 10-1 0,2 = 0,751189560 011 
So, = 0773026675860 - 102 | 9, 0,978468 015039 


34* 


Je 


496439663 
"0 = 13349499975 


Bemerkungen zu den Nummern 5—8 


> 0,204 136 860290 - 10-1 
8:2 = 0,371360833569 - 1071 
8,3 = 0,209029 582465 - 10-7 
su = 0,705690199725 « 10-? 


tal _ 125504 + 16054 17 
tl 3 ST 


er S10,1 = 0,206 024726860 - 10-1 
Be, So. = 0,277365659 974 - 101 
Re 10,3 = 0,150158249601 . 10-1 
| "800,1 0,424511227320 - 10-2 


e Dr e h 


um a - 


Gy, = 0,884 020651636 w 


Sy, = 0,987 194654007 


ll 
n u. Zu 
A 
. 


Für k-dimensionale Kugeln (Kr : € = 2} S ru 


5 1) Ein Querstrich über bzw. unter der letzten mitge- 2 
ei teilten Ziffer bedeutet, daß sie nach oben bzw. Volumen 2) als Integrationsbereich kann man im 
r s unten abgerundet worden ist. Em £ h > 
Be, tationssymmetrischer 0 
x 2) Die Parameter o3 (e=1,2,3 bzw. o=1,2,3,4) ee ee en a 
- sind di: e Lösungen der folgenden Gleichungen (vel a ee ER, 
Br dritten a vierten Gradesino’ =4: Kin n Ri 
“ 1 k er. Eu 
ve: ee ! le) de (6) 
z k = 
Nr. Gleichung 2 
5 | 6317094 33 — 10022245 32 + 4149900 A ist nämlich die Ser von CHRISTOFFEL über die x 
I — 336375 = 0 Vorikemufeng der Gaussschen 
| x N für Integrale mit vorgegebener ge > 
- 6 110252°— 190203°+9370%—1212=0 anwendbar (vgl. [5], [6])); daraus folgt, daß bei 
2 4960228 At — 10267 740 33 + 6746490 2? Ansätzen 
| — 1476540 A + 70425 = (0 R 1 
8 | 160901628 44 — 364759920 4° + 274856 190.22 ce /" x F oe. — Zarulaan 
4 — 76570340 A + 6054195 = 0 Ar 
t bzw. 
3) Die Gewichte s,,, „(e=1,2,3bzw.o=1,2,3,4) 9, we; 
ergeben sich anschließend durch Auflösen der fol- ” Pr RS Zaun ” 
genden linearen Gleichungssysteme: Kr 
|  Nn5 N.6 | NT | Nu8 r 
\ I 
nt _ | 168899 | 1432433 57719 121827491812 
nn ' 1350000 | 18349024 | 675000 1802182496625 
——2 [1 — — 
ER 7661 1075 927 | 4854 
ER 180 000 31104 270000 1666 980 
bzw. 5 ü > 
Be a Be ER, RE: 193 977 
er ee 3000 25920 9000 55566 
Br - h 
2 02m,o same = us 67 
be 720 | 52% 


Buchbesprechungen j 


(mit = 0; >0(m=1,...,N)) die Abstands- 
parameter #3, (n=]1,...,N) Nullstellen der Jakosı- 


schen hypergeometrischen Polynome Fy - +1, 


k k 
= +1, 2) bzw. Fy E2 — =) sind; bekanntlich 


 7]ist } 
| Far a=14+ L-(,) 


g-1 4 
„erple+tp+l) -@+pP+g9—]) 24 
TU FH Tg) : 
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BUCHBESPRECHUNGEN 


J. Kuntzmann, Methodes Nume£riques. Inter- 
polation. Derivees. XVII + 253 S. m. 60 Abb. 
Paris 1959. Dunod Editeur. Preis geb. 3,600 F. 


Der an sich klassische Gegenstand der Interpolation 
findet in diesem Buch eine vielfach neuartige Dar- 
stellung, die sich auf reiche Erfahrungen in der nu- 
merischen Arbeit stützt und daher in der Lage ist, 
viele nützliche Hinweise für die praktische Durch- 
führung von Interpolationsrechnungen zu geben. Da- 
neben hat die Theorie der Interpolation an vielen 
Stellen durch den Verfasser eine bemerkenswerte Ver- 
tiefung erfahren, so daß das Buch als in jeder Hin- 
sicht modern angesprochen werden kann. 


Das erste Kapitel beschäftigt sich mit dem Rech- 
nen mit Polynomen und bringt in diesem Zusammen- 
hang auch die klassischen Interpolationsformeln für 
beliebige und für gleichabständige Stützstellen und 
die in diesem Zusammenhang wichtigen Teile der 
Differenzenrechnung. Das zweite und dritte Kapitel 
sind der Theorie und Praxis der Interpolation, vor 
allem der Interpolation in Tafeln, der Untertafelung 
und der Abschätzung des Interpolationsfehlers (mit 
einer neuen Restglieddarstellung) gewidmet. Be- 
merkenswert sind hierbei die dazu angestellten sta- 
tistischen Untersuchungen. Im vierten und fünften 
Kapitel wird von dem Fall zusammenfallender 
Stützstellen aus und im Anschluß an die klassischen 
Formeln von LAGRANGE-HERMITE und EULER-MAc 
LAURIN ausführlich auf die genäherte Differentiation 
von Funktionen eingegangen. Das sechste Kapitel 
behandelt die Interpolation in mehreren Variablen, 
insbesondere die Interpolation im Komplexen. Auch 
hier wird der Interpolation in Tafeln mit doppeltem 
Eingang besondere Aufmerksamkeit geschenkt. In 
den beiden letzten verhältmäßig kurzen Kapiteln 
tritt das Praktische etwas mehr in den Hintergrund. 
Es wird eine allgemeine Theorie_der Interpolation 
durch eine lineare Funktionenfamilie und des zu- 
gehörigen Interpolationsfehlers skizziert und auf spe- 
zielle Funktionenklassen angewendet und schließlich 
auch an einfachen Beispielen die Frage der Inter- 
polation durch nicht-lineare Funktionenfamilien, z. 
B. rationale Funktionen und Kettenbrüche kurz er- 
läutert. Alles in allem handelt es sich bei diesem 
Buch um eine wertvollen Bereicherung des Schrift- 
tums der angewandten Mathematik. Es hat durch- 
aus Lehrbuchcharakter, ist klar und präzise in der 
Darstellung und kann daher wärmstens empfohlen 
werden. 


Dresden H. HeınricH 


W. v. Koppenfels und F. Stallmann, Praxis der 
konformen Abbildung. (Grundlehren der mathe- 
matischen Wissenschaften, Bd. 100). XV + 3758. 
m.251 Abb. Berlin/Göttingen/Heidelberg 1959. Sprin- 
ger-Verlag. Preis geb. 69,— DM. 

Das vorliegende Buch geht auf einen Plan zurück, 
den ein Kreis deutscher Funktionentheoretiker schon 
im zweiten Weltkrieg gefaßt hat. Es fußt auf einem 
Manuskript, daß v. KoPPENFELs, der bis 1945 in 
Brünn gewirkt hat, noch vor seinem frühzeitigen Tod 
fertgstellen konnte. Ursprünglich als Nachschlagwark 
gedacht ist es ein ausgesprochenes Lehrbuch geworden, 
das in hervorragend klarer Form die Theorie der kon- 
formen Abbildung zusammenfaßt und ihre Anwen- 
dungen behandelt. Es beginnt bei den einfachen Tat- 
sachen über komplexe Zahlen und Funktionen in 
geometrischer Darstellung und stellt schon in diesen 
einführenden Paragraphen einen engen Kontakt zu 
den Anwendungen auf ebene Vektorfelder her. Nach 
der Behandlung der wichtigsten elementaren Funk- 
tionen und der durch sie vermittelten konformen Ab- 
bildungen werden einige grundlegende Sätze aus der 
Potentialtheorie und der Funktionentheorie behan- 
delt. Großes Gewicht wird auf die Theorie und 
Praxis der Polygonabbildungen, und zwar der Ab- 
bildungen sowohl von Geraden-, als auch von Kreis- 
polygonen gelegt. In der Tat kommt ja diesen in 
den Anwendungsgebieten ganz besondere Bedeutung 
zu. Auch auf zweifach zusammenhängende Polygone 
wird eingegangen. Die Verfahren der genäherten 
konformen Abbildung kommen verhältnismäßig kurz 
weg, und auch Zahlenbeispiele fehlen. Der zweit- 
genannte, für die Herausgabe des Werkes verant- 
wortliche Verfasser weist im Vorwort selbst auf diesen 
Mangel hin. Er hat mangels ausreichender eigener 
Erfahrungen auf eine ins Einzelne gehende Darstel- 
lung dieses Fragenkomplexes verzichten zu müssen 
geglaubt und verweist auf das bekannte Buch von 
Betz, gibt aber in Fußnoten Hinweise auf einige 
neuere Arbeiten auf diesem Gebiet. 

Der zweite Teil des Buches gibt einen auch im 
Text recht ausführlich gehaltenen Katalog und an- 
schließend noch ein Verzeichnis der darin behandelten 
konformen Abbildungen. Hier ist — wie überhaupt 
im ganzen Buch — das Bildmaterial so außerordent- 
lich reichhaltig, daß man sich an ihm allein schon 
ausgezeichnet orientieren kann. Die Zeichnungen 
sind von hervorragender Qualität. Nach seinem In- 
halt und seiner Ausstattung ist dieses Buch der 
Jubiläumsnummer 100 in der gelben Reihe des 
Springer-Verlages würdig. 


Dresden H. HEINRICH 
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B. 6. Thomas, Elements of Calculus and 
Analytic Geometry. X + 5808. m. 268 Abb. 
London 1959. Addison-Wesley Publishing Company. 
Preis geb. $ 7.50 bzw. 57 Shillings. 


- Der auch als Autor umfassenderer mathematischer 
Lehrbücher bekannte Verfasser legt mit diesem Buch 
eine Einführung in die Differential- und Integral- 
rechnung von Funktionen einer Veränderlichen und 

“in die ebene analytische Geometrie in einem Umfang 
vor, wie er etwa für einen einsemestrigen Kursus 
in Frage kommt. Die Darstellung, die sich dank des 
Umfangs des Buches einer großen Breite erfreuen darf, 
zeichnet sich durch didaktisches Geschick und große 
Klarheit aus. Sie nimmt in hohem Maße auf ‚die 
Anwendungen Rücksicht und wird durch eine Fülle 
von Beispielen und Aufgaben unterstützt. Das Fi- 
gurenmaterial ist wie die ganze Ausstattung hervor- 
ragend. Als einführendes Lehrbuch für Studierende 
technischer Fachrichtungen dürfte sich dieses Lehr- 
buch gut eignen. 


Dresden H. HeisrıcH 


K. F. Zimmermann, Kompendium der Va- 
riationsstatistik. 137 S. m. 10 Abb. Berlin 1959. 
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften. Preis 
14,20 DM. 


Verf. hat sich die zweifellos wichtige Aufgabe ge- 
stellt, den experimentierenden Wissenschaftlern und 
Studenten, insbesondere Biologen und Landwirt- 
schaftswissenschaftlern, zu erschwinglichem Preis, 
unter Verzicht auf mathematische Vorkenntnisse, 
eine „‚kurz gefaßte Einführung in die Variationssta- 
tistik“ zu bieten, die zwar nicht die neuesten Erkennt- 
nisse auf diesem Gebiet vermitteln, aber die ‚„‚unum- 
stößlichen Grundlagen“ der heute gebräuchlichen 
statistischen Methoden behandeln und die daraus sich 
ergebenden Grenzen der Anwendbarkeit dieser Metho- 
den klarstellen soll. Der Inhalt umfaßt: Einleitung 
und mathematische Vorbemerkungen (einfachste 
Rechenregeln für elementare Rechenoperationen), 
statistische Maßzahlen (Mittelwerte, Streuungsmaße, 
Schiefe, Exzeß, einfache und multiple Korrelations- 
und Regressionskoeffizienten), theoretische Vertei- 
lungen (Binomial-, Poisson-, Normal-, Student-,y?-, 
F-Verteilung), empirische Verteilungen (Grundge- 
samtheit, Stichprobe), Prüfverfahren für normal ver- 
teilte Grundgesamtheiten (Testung, Schätzung und 
Vergleich von Mittelwerten, Prüfung und Vergleich 
von Varianzen, Bartlett-Test, Prüfung auf Korre- 
lation 0, Vergleich von Verteilungen mittels z2-Test), 
Varianzanalyse (einfache, doppelte mit 1 Wert je 
Zelle, lateinische Quadrate, Mehrfaktorenversuche, 
Test für Linearität der Regression), Kovarianzanalyse. 
Alle behandelten Methoden werden an zahlreichen, 
zumeist dem landwirtschaftlichen Versuchswesen 
entnommenen Zahlenbeispielen veranschaulicht. Die 
zur üblichen Testmethodik erforderlichen Zahlentafeln 
hat Verf. in einem Sonderband (Tabellen, Formeln und 
Fachausdrücke ete.; vgl. folgendes Ref.) zusammen- 
gestellt. 


So sehr allerdings das vom Verf. abgesteckte Ziel 
und die entsprechende Stoffabgrenzung zu billigen 
sind, so sehr muß man leider bezweifeln, daß ihm die 
Bewältigung der Aufgabe restlos gelungen sei. Wich- 
tige Grundbegriffe und Grundsätze werden ober- 
tlächlich oder verwirrend erklärt; so wird, um nur 
einiges anzuführen, Regression als „Abhängigkeit 
zweier Meßreihen voneinander‘ definiert, die Re- 
gressionsgerade mit der Hauptachse der Konturellip- 
sen gleichgesetzt, aus Verschwinden des Korrelations- 
koeffizienten auf stochastische Unabhängigkeit ge- 
schlossen, die Bezeichnung ‚, Vertrauensgrenzen“ 
unterschiedslos auf unbekannte Verteilungsparameter 
wie auf tabulierte Quantile der klassischen Prüfver- 
teilungen angewandt. Der Mathematiker vermißt 


t A| 
u.a. klare Herausstellung der zu testenden Null- 
den Test- und Schätzergebnisse, saubere Herausarbei- 
tung der für die Anwendung der Schätz- und Test- 
methodik erforderlichen Bedingungen und der Vor- 
aussetzungen und Gültigkeitsgrenzen der grundlegen- 
den Verteilungen, BERESFSRE EINE Vorschriften 
über die Bestimmung der eitsgrade bei %%- und 
F-Testen. Verworren erscheint die Darstellung der 
Zusammenhänge zwischen Binomial- und ihren 
Grenzverteilungen und dunkel die Rolle des Zufalls 
bei Erklärung der Normalverteilung. Manche Flüch- 
tigkeiten erschweren dem Leser ganz unnötig das Ver- 
ständnis; so ist z. B. auf Seite 28—29 die Berechnung 
von s? aus den quadrierten gegenseitigen Differenzen 
irreführender Weise mit dem falschen Nenner (n?) 
durchgeführt (was allein die als „‚vorläufig unwesent- 
lich“ bezeichnete Abweichung vom üblichen s®-Wert 
erklärt), während es seit C. Grsı (1912) — nicht erst 
aus dem zitierten Büchlein von Gebelein und Heite — 
allgemein bekannt ist, daß die Summe aller quadrier- 
ten, paarweise gebildeten Differenzen n - (n—1)- s 
beträgt! Um bloße Druckfehler handelt es sich offen- 


bar: Seite 17, wo in 4 Formeln „‚log“ fehlt und Ja = 0 
behauptet wird; Seite 65, wo im Nenner von (46) das 
Zeichen!fehlt; Seite 103, wo die beiden Spalten 1, 2 der 
unteren Tabelle überflüssig sind und sich mit v, b 
decken; Seite 120, untere Tabelle, letzte Spalte, wo 
ni (Yi—y) durch n; - (Y; — y)? zu ersetzen ist. 

Ohne den Wortaufwand oder die Anforderungen an 
die Fassungskraft des Lesers im mindesten zu erhö- 
hen hätten sich die zahlreichen — hier nicht alle er- 
wähnbaren — sachlichen Mängel vermeiden und die 
wesentlichen Begriffe, Gedankengänge und Vor- 
schriften einfacher, klarer und einwandfrei darlegen 
lassen. So kann das Büchlein zwar wohl manchem 
Leser wertvolle Anregungen und in den anschaulich 
vorgerechneten Beispielen praktische Winke für 
Nutzanwendungen bieten, aber doch nicht allgemein 
und unbedingt als zuverlässiges Einführungsbuch 
empfohlen werden. 


Bad Nauheim M. P. GEPPERT 
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K. F. Zimmermann, Tabellen, Formeln und 
Fachausdrückke zur Variationsstatistik. 
137 S. m. 10 Abb. Berlin 1959. VEB Deutscher Ver- 
lag der Wissenschaften. Preis geb. 14,20 DM. 


Sowohl als Ergänzung zu dem oben besprochenen 
Kompendium als auch völlig selbständig wird Ex- 
perimentatoren, die Versuche planen oder auswerten, 
das vorliegende Bändchen willkommen sein, in wel- 
chem Verf. für die speziellen Zwecke des landwirt- 
schaftlichen Versuchswesens unentbehrliche, meist 
der bekannten Literatur entnommene Zahlentafeln 
zusammenstellt. Und zwar für Versuchsplanung: 
Tabellen von Zufallszahlen, Strukturpläne für la- h 
teinische Quadrate und Rechtecke, Gitteranlagen; { 
dann allgemeine Tabellen der Quadrate und Quadrat- 
wurzeln, Reziproken, 7-stelligen Logarithmen, Fakul- 
täten (bis 30!); ferner Tabellen der Prüfverteilungen: 
Normal-, t-, F- und 2°-Verteilung, und Signifikanz- 
grenzen für r zur Prüfung auf Korrelation 0. Es folgen j 
der an einem Beispiel vorgeführte BARTLETT-Test und 3 
— vom Verf. selbst entwickelte — Verrechnungs- 3 
schemata zur einfachen, doppelten (mit 1 Wert je 
Zelle) Varianzanalyse sowie zu derjenigen im latei- 
nischen Quadrat. Den Tafeln gehen voran drei- 
sprachige (deutsch, englisch, russisch) „Anweisungen 
zum Gebrauch der Tabellen‘, eine Zusammenstellung h 
der wichtigsten zugrundeliegenden Formeln sowie der 
verwendeten Symbole, Zeichen und Abkürzungen. 

Sehr nützlich erscheint die Liste von Fachausdrücken, s 
die in deutscher, englischer und russischer Sprache 
gegenübergestellt sind. 


ne 


gen der Symmetrie die H 
ich; a fortiori stellt Tabelle 20 (‚‚Ordinaten 
ummenprozentkurve der Normalverteilung‘‘) 
‚eine völlig überflüssige Wiederholung dar. — Beson- 
ders entstellende Druckfehler fielen auf in Tab. 18 
bei v= 1,40, v= 1,55; in Tab. 19 bei u—= — 0,63; 
‚53; 0,32; in Tab. 20 bei v= F 0,53; in 
.27 bin=12, p=5%; n=13, p = 0,1%; 
Tab. 28 bei 19! Ferner Seite 40, in ®(w): obere 
_ Grenze des Integrals u statt ++ oo. Zahlreiche ge- 
 ringfügigere Abweichungen gegenüber R. A. Fisturs 
_ Originaltabellen bzw. den verbreiteten klassischen 
Tafelwerken erklären sich wohl durch dem Verf. eigen- 
 tümliche Rundungsregeln. 


Undeutlich bleibt das der zugehörigen Formel auf 

Seite 40 widersprechende Beiwort ‚‚normiert“ bzw. 
 „standardized“ bei der — für die Praxis völlig ent- 
_ behrlichen, vom Verf. neu berechneten — Tab. 21 der 
 Ordinaten der Srupent-Verteilung, bei welcher schon 
der erste Wert 0,374989 (für n=4, t=0) den ge- 
 nauen Wert 0,375 = 3/8 schlecht approximiert. 
Bei Benutzung dieser Tabellen ist daher eine ge- 
' wisse Vorsicht geboten. Abgesehen hiervon mag diese 
Zusammenstellung praktischer Hilfsmittel manchem 
— _ Versuchsansteller von Nutzen sein. 


Bad Nauheim _ 


M. P. GEPPERT 
— W. Prager, Probleme der Plastizitätstheorie. 


1008. m. 52 Abb. Basel/Stuttgart 1955. Verlag Birk- 
- = häuser. Preis geb. 12.50 SFr. 


vi An Introduction to Plastieity. VIII x 1488. 
m. 82 Abb. London 1959. Addison-Wesley Publi- 
- shing Company. Preis geb. $ 6.50. 

Br Die zweite Fassung ist eine Übertragung der ersten 
In die englische Sprache. In ihr finden sich neben 
einer stellenweise überarbeiteten Darstellung neu auf- 
genommene Abschnitte über die Eindeutigkeit von 
Lösungen in der Plastizitätstheorie, über „optimale‘‘ 
Auslegung von Tragwerken und über das ebene Pres- 
sen eines endlichen Volumens zwischen begrenzten 
parallelen Platten. Dafür fällt die in der ersten Fas- 
sung enthaltene englischsprachige Zusammenfassung 
Be - fort. 

- Der deutsche Titel trifft den Inhalt besser als der 
englische: In der Tat handelt es sich nur um (ausge- 
e wählte) Probleme, nicht um eine Einführung in die 
& gesamte Plastizitätstheorie. Doch setzt das Buch 
ö keineispeziellen Vorkenntnisse voraus und ist in sich 
2 abgeschlossen. Verf. beschränkt sich auf solche Fra- 
gen, an deren Untersuchung er selbst maßgeblich mit- 
- gewirkt hat. So entstand eine vorbildliche Darstel- 
= lung, die geschickten didaktischen Aufbau mit äußer- 
ster Anschaulichkeit verbindet, aber dennoch kurz 
und (mit einer unten zu erwähnenden Ausnahme) 
exakt ist. Daher kommen Techniker wie Mathemati- 
ker auf ihre Kosten. 

Die allgemeine Theorie idealplastischer Körper (bis 
zum Konzept des plastischen Potentials) wird an- 
schaulich anhand kinematischer Modelle aufgebaut. 
Erste Anwendung auf das Beispiel eines Stabtrag- 
werkes führt in der Folge zur allgemeinen Erwei- 
terung der klassisch-technischen Festigkeitslehre auf 
Konstruktionen aus elasto-idealplastischen Werk- 
stoffen, insbes. zu Traglastverfahren und zu Methoden 
des Entwurfes mit Rücksicht auf möglichst große 
Tragfähigkeit bei geringem Gewicht. Technische Um- 
formvorgänge (große Formänderungen) werden nur 
unter Beschränkung auf das ebene Fließen behandelt, 
da dies ohne Aufwand mit den vorher entwickelten 
Hilfsmitteln geschehen kann. Man findet eine Analyse 
der Gleitlinienfelder (Sätze von PrRAnDTL/HENcKY) 
und Geschwindigkeitsverteilungen (Sätze von GEI- 
RINGER) sowie mehrere Anwendungsbeispiele. Das 
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Buch ist mit "zahlreichen Literaturhinweisen und 


(teilweise über den eigentlichen Stoff hinausführend) 
Aufgaben versehen. 

‚Abschließend sei auf die o. e. Unkorrektheit hinge- 
wiesen, was besonders deshalb geschieht, weil sie sich 


auch in andere Darstellungen der Theorie des plasti- 


schen Potentials eingeschlichen hat. Um aus dem 
Fließkriterium F(c) = const. auf das Stoffgesetz 


&r—A de F (er = Formänderungsgeschwindigkei- 
; 


ten) zu schließen, setzt Verf. spezielle numerische 
Werte für die Spannungen o;; (nämlich o;; = 0 für 
ik; 0j; sind Hauptspannungen) schon vor der 
Differentiation ein. Zwar gelangt er bei vorliegendem 
Beispiel zum richtigen Resultat, doch ist das eher 
überraschend als selbstverständlich. h 


Hannover H. LiPPMANN 


Beiträge zur Physik und Chemie des 20. 


Jahrhunderts. Lise Meitner, Otto Hahn, Max von 


Laue zum 80. Geburtstag. Herausgeg. von O.R. 
Frisch, F. A. Paneth, F. Laves. P. Rosbaud. XI + 
285 8. m. 89 Abb. u. 3 Porträts. Braunschweig 1959. 
Friedr. Vieweg & Sohn. Preis geb. 29,50 DM. 


Die Herausgeber, unterstützt von einem Autoren- 
kollektiv namhafter Wissenschaftler, haben den 80. 
Geburtstag der Jubilare zum Verfassen dieses Sam- 
melbandes zum Anlaß genommen. Das Buch stellt 
insofern ein Wagnis dar, als recht verschiedene ab- 
strakte Forschungsergebnisse auf dem Gebiete der 
Physik und der Chemie und deren weitere wissenschaft- 
liche Anwendungen mit dem rein Persönlichen der 
drei Forscher in Verbindung zu bringen waren. Man 
darf dieses Vorhaben als gelungen bezeichnen, da die 
Autoren es verstanden haben, die Entwicklung der 
physikalisch-chemischen Anschauungen mit der Tä- 
tigkeit der drei Forscherpersönlichkeiten und ihrer 
Mitarbeiter und dem Wirken Ihrer Zeitgenossen eng 
zu verknüpfen. 

Das Buch gliedert sich in 3 Teile, die nacheinander 
Lıse MEITNER, OTTO HAHN und Max von LAUE ge- 
widmet sind. Jeder Teil beginnt mit einem persön- 
lich gehaltenen Bericht, verfaßt von langjährigen 
Freunden der 3 Wissenschaftler, der Erinnerungen an 
ihre damaligen Wirkungsstätten, an Lehrer und Mit- 
arbeiter weckt. Die Autoren schildern eindringlich 
die primitiven Arbeitsverhältnisse und -methoden, 
das Überwinden der Mißerfolge und Irrungen und 
lassen die menschliche Größe und die Bedeutung der 
Jubilare als Wissenschaftler erkennen, die maßgeb- 
lich zum heutigen Wissensstand in Physik und Che- 
mie beigetragen haben. Die wissenschaftlichen Bei- 
träge zu diesem Sammelband berichten über die fol- 
genden Gebiete: 

1. die magnetischen Spektren der «-Teilchen, die 
y-Strahlen, die Entwicklung der Strahlungstheorie, 
die ß-Strahlen, die Bremsstrahlung, die Atomkern- 
isomerie, 

2. radiochemische Untersuchungen und kurzlebige 
Spaltprodukte, Szintillationsspektrometrie, radio- 
chemische Untersuchungen des Plutoniums, Anwen- 
dungen desradioaktiven Eisens, Versuche mit Astatin, 
Kristallwachstum und Mischkristallbildung, geo- 
chemische Folgerungen aus den Hansschen Arbeiten 
über Mitfällungen, die Herstellung radioaktiv mar- 
kierter Farbstoffe., 

3. die Beugung von Röntgenstrahlen in Kristallen, 
die Kristallstruktur und die Kristallchemie, den Struk- 
tur- und Phasenbegriff in Mischkristallen, schwin- 
gende Atome in Kristallen, röntgenographische Unter- 
suchungen organischer Moleküle, anomale Streuung, 
Struktur von Atomen und Atomaggregaten, Röntgen- 
wellenfelder. 

Die meisten Berichte skizzieren kurz die Ent- 
deckungsgeschichte des behandelten Phänomens und 
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gehen dann ausführlich auf die z. Zt. vorliegenden 
Forschungsergebnisse ein, wobei die experimentellen 
Methoden und die theoretischen Grundlagen be- 
sprochen werden. Es werden auch Hinweise ‚auf 
weitere notwendige Untersuchungen oder mögliche 
“ praktische Anwendungen gebracht. Einige Berichte 
sind sehr speziell gehalten. ‘ 

Das Buch, dessen Beiträge vorwiegend in deutscher, 
aber auch in englischer und französischer Sprache ab- 
gefaßt sind, weist eine gute Ausstattung auf. Die 
Zahl der Druckfehler ist gering. Es wird nicht nur von 
der Generation der erfahrenen Wissenschaftler gern 
zur Hand genommen werden, sondern sollte wegen 
seiner dokumentarischen Bedeutung und des ethischen 
Gehaltes auch Freunde unter der Jugend finden. 


Dresden K. ScHwABE 


Steuerungen und Regelungen elektrischer 
Antriebe. Herausg. Prof. Dr. Otto Mohr, Berlin, im 
Auftrage der VDI/VDE-Fachgruppe Regelungstech- 
nik. 4148. m. 299 Abb. Berlin 1959. VDE-Verlag. 
Preis geb. 36,— DM. 


Das vorliegende Buch gibt in zum Teil erweiterter 
Form die auf der Aachener Tagung im Oktober 1958 
gehaltenen 23 Vorträge wieder, die einen Überblick 
über den derzeitigen Stand der Technik auf dem Ge- 
biet der Steuerungen und Regelungen elektrischer 
"Antriebe vermitteln. Neben dem einführenden Vor- 
trag über die Elemente zur Automatisierung von An- 
trieben und einem zusammenfassenden Bericht über 
den Einsatz von Transistoren lassen sich Vortrags- 
gruppen erkennen, so über Walzwerks- und Förder- 
maschinenantriebe, Antriebe an Arbeitsmaschinen 
für durchlaufendes Arbeitsgut, Regelantriebe unter 
Benutzung von Recheneinrichtungen. 
Die einzelnen Beiträge sind klar geschrieben und 
. gut aufeinander abgestimmt. Das Hauptgewicht liegt 
bei der Erörterung der technischen Lösungen von An- 
triebsproblemen. 

Das Buch ist denen, die sich für die Fortschritte auf 
dem Gebiete der Automatisierung der Antriebe in- 
teressieren, wärmstens zu empfehlen. 


Dresden H. KınpLER 


T.R. Kane, Analytical Elements of Mecha- 
nies. Vol. 1. XV + 2508. m. 223 Abb. London 
1959. Academic Press. Preis geb. $ 4.75. 


Der vorliegende erste Band ist als der erste Teil 
einer zweibändigen Finführung in die Elemente der 
Technischen Mechanik gedacht, die sich vor allem das 
Ziel setzt, zur Lösung einfacher Aufgaben aus der 
Mechanik anzuleiten. Diesem Ziel entsprechend wer- 
den in jedem Abschnitt die neu eingeführten Begriffe 
sogleich an einer Vielzahl einfacher Aufgaben eingeübt. 

Im ersten Abschnitt werden auf den ersten 40 Seiten 
der insgesamt 250 Textseiten die Grundbegriffe der 
Vektoralgebra bereitgestellt, und auch diese werden 
mit vielen Zahlenbeispielen und Abbildungen illu- 
striert. Der zweite Abschnitt behandelt dann den 
Massenmittelpunkt, der dritte enthält den Momenten- 
begriff, während man erst im vierten Abschnitt und 
somit erst in der zweiten Hälfte des Buches das sta- 
tische Gleichgewicht findet. Dort erst wird auch der 
Kraftbegriff über das Gravitationsgesetz eingeführt. 
Auf den abschließenden 47 Seiten enthält das Buch 
eine Sammlung von Aufgaben, von deren Lösung das 
Endergebnis mitgeteilt wird. 

Das Buch dürfte auf Grund seiner Ausrichtung auf 
den amerikanischen Unterrichtsstil im deutschsprachi- 
gen Hochschulraum kaum als eigentliches Lehrbuch 
Verbreitung finden. Es kann aber wohl wegen seines 
darin enthaltenen Aufgabenmaterials für Lernende 
und Lehrende im Elementarunterricht von Nutzen 
sein. 


Karlsruhe F. WEIDENHAMMER 


Buchbesprechungen 


L. Robin, Fonctions Spheriques de Legendre 
et Fonctions Spheroidales. Tome III. VII 
-+ 2898. m. 10 Abb. Paris 1959. Gauthier-Villars. 
Preis brosch. 5.500 F. 

Die folgenden kurzen Bemerkungen haben die 
Absicht, Interessenten auf den erfreulichen Umstand 


hinzuweisen, daß nun auch seit einiger Zeit der dritte, 
der letzte Band des Rosınschen Werkes über Kugel- 


u. Sphäroidfunktionen erschienen ist; die ersten beiden 
dazugehörigen Bände sind bereits 1957 bzw. 1958 
herausgekommen. Dieser dritte Band bringt im 
Kapitel VII (fortlaufender Zählung) eine Reihe von 
sogenannten Additionstheoremen für die LEGENDRE- 
schen Funktionen P%(z) und Q%(u). Das Kapitel VIII 
enthält eine ausführliche Diskussion der Anzahl und 
Lage der möglichen Nullstellen der LEGENDRESschen 
Funktionen, ferner eine Menge von Gleichungen, in 


denen die Variable 1 bzw. der Zeiger n als Unbekannte _ 


auftreten, und schließt mit rechnerischen Methoden 
zur Auflösung dieser Gleichungen. Im Kapitel IX 
offenbart sich endlich nochmals der ursprüngliche 
und eigentliche Bestimmungszweck der Kugelfunk- 
tionen, zur Lösung von Randwertproblemen der 
(klassischen) Physik und Technik zu dienen. Zunächst 
wird die HermHortzsche Differentialgleichung auf 
ein solches System von speziellen orthogonalen Koor- 
dinaten umgeformt, von denen zwei Scharen zuge- 
höriger Koordinatenflächen durch Rotation der 
Isothermen einer analytischen Funktion f(£) um die 
imaginäre Achse erzeugt werden. Bei spezieller Wahl 
von f(£) (= e-cosh£ usw.) ergeben sich u. a. Rota- 
tionsellipsoide als Koordinatenflächen; der Separa- 
tionsansatz führt dann nach einer Variablensubsti- 
tution auf die ‚‚Differentialgleichung der Sphäroid- 
funktionen‘ und im Spezialfall der LartLaczschen 
Differentialgleichung auf die zugeordnete LEGENDRE- 
sche Differentialgleichung. Es folgt darauf u. a. die 
Lösung der inneren und äußeren ersten Randwert- 
aufgabe für Rotationsellipsoide, den Kreisring, den 
Halbkegel, zwei sich nicht schneidende Kugeln und 
die Kugellinse.. Das Kapitel X schließlich bringt 
Definition und Eigenschaften der sogenannten Sphä- 
roidfunktionen, Ps%(z;y?), Q324z; y?), insbesondere 
die Reihendarstellung mit Hilfe LEGENDREScher 
Funktionen. Ein umfangreicher Katalog von neueren 
Arbeiten über diesen noch in der Entwicklung befind- 
lichen Gegenstand, desgleichen ein Verzeichnis von 
Tabellen für LEGENDREsche Funktionen vervoll- 
ständigt und beendet das Werk. Zu erwähnen ist 
noch, daß der Verfasser die Theorie um manche bisher 
noch nicht bekannte Tatsache und Formel bereichert 
hat. Das Werk ist — seinem Stil entsprechend — 
besonders als Nachschlagwerk geeignet und sollte 
deshalb in keiner Bibliothek fehlen. 


Dresden L. BITTNER 


„1. Felix, Expose Moderne des Math&ömatiques 
Elementaires. XVI-+421S. Paris 1959. Dunod, 
Editeurs. Preis geb. 2.900 F. 


Das vorliegende Buch behandelt in beschränktem 
Umfang die Grundlagen der elementaren Mathematik 
(z. T. der Schulmathematik), wobei konsequent von 
der axiomatischen Methode Gebrauch gemacht wird 
und außerdem diverse Bezeichnungen und Begriffe 
aus der modernen Mathematik verwandt werden. 
Es handelt sich dabei aber ausgesprochen um eine 
elementare Einführung in das Gebiet und nicht um 
„Blementarmathematik vom höheren Standpunkt“. 
Die Lektüre des klar geschriebenen Buches sei beson- 
ders demjenigen empfohlen, der an Hand einer mo- 
dern geschriebenen Darstellung mathematische Schul- 
kenntnisse rekapitulieren und ergänzen will. Litera- 
turangaben, die gerade für den Anfänger wichtig 
wären, fehlen. 

Die Monographie ist in vier Hauptabschnitte (Bü- 
cher) eingeteilt. Buch I (Die fundamentalen Struk- 
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ist der Arit 
- _ findet ‚hier neben einer schönen Einführung in die 
_ elementare Zahlentheorie das Wichtigste über Poly- 


über Maß und Wahrscheinlichkeit. Buch II 
ithmetik und Algebra gewidmet. Der Leser 


nome und ein interessantes Kapitel, das sich von einem 


 allgemeineren Standpunkt aus mit der Äquivalenz 


von Gleichungen und Gleichungssystemen beschäftigt. 
Buch III (Analysis) geht zunächst auf das ‚‚lokale“ 
und ‚‚globale‘‘ Verhalten von Funktionen einer Ver- 


 - änderlichen ein und schließt nach einigen kurzen Aus- 


führungen über Stammfunktionen mit einem Kapitel 


über die komplexen Zahlen. Buch IV (Die Geo- 
 metrien) behandelt im ersten Teil die Grundlagen 
_ der affinen und projektiven Geometrie, während der 


zweite Teil die metrischen Geometrien im euklidischen 
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"und nichteuklidischen Fall (LoBATscHEwsKYsche 


Geometrie, Porncar&sches Modell) untersucht. Eine 
Betrachtung der Kegelschnitte aus der Sicht der 
analytischen, affinen und projektiven Geometrie 


bildet den letzten Teil von Buch IV. 


Dresden M. LANDSBERG 

A. Adam, Messen und Regeln in der Betriebs- 
wirtschaft. V + 1798. Würzburg 1959. Physica- 
Verlag. Preis geb. 27,— DM. 


Von der Leitung eines Betriebes wird heute mehr 
denn je verlangt, unter Zugrundelegung einer Menge 


bekannter Tatsachen gewisse Entscheidungen zu tref- 


fen. Der Verfasser entwickelt die informationswissen- 
schaftlichen Grundlagen, um diese Entscheidungspro- 
zesse rationeller gestalten zu können; denn Intuition 
allein dürfte heuzutage bei der Kompliziertheit der 
auftretenden Fragen kaum noch ausreichend sein. 
Für die Beschreibung und aktive Gestaltung betrieb- 
licher Sachverhalte werden zweckmäßig ausgewählte 
Informationen benötigt, bei deren Beschaffung und 
Auswertung die mathematischen Methoden der Sta- 
tistik und des ‚‚Operations Research“ eine wesentliche 
Rolle spielen. In diesem Sinne wird die Betriebsfüh- 
rung als Regelungsaufgabe betrachtet, wobei sich 
natürlich die kalkülmäßige Darstellung von Betriebs- 
problemen als besonders vorteilhaft erweist. 

Sehr wertvoll sind die mitgeteilten Erfahrungen aus 
der Arbeit einer Stabstelle ‚‚Unternehmensforschung‘“. 
Derartige Arbeitsgruppen sollten sowohl in größeren 
Betrieben als auch auf volkswirtschaftlicher Ebene 
gebildet werden. Ihre Aufgabe besteht im Sammeln 
und ‚‚Veredeln“ von Informationen im Sinne des vor- 
liegenden Buches und damit in einer wirkungsvollen 
Unterstützung bei der Leitung und Lenkung der 
Wirtschaft. 

Ein umfangreicher Anhang, der Literaturangaben 
und Kommentare zu dem Ausgeführten vermittelt, 
rundet das vor allem für Wirtschaftsmathematiker 
sehr empfehlenswerte Buch ab. Aber auch Ökonomen 
sollten sich gleichermaßen diesem Buch widmen, ob- 
wohl ihnen die entwickelten Gedankengänge anfangs 
recht fremd erscheinen werden. Die zahlreichen tref- 
fenden Beispiele dürften das Studium jedoch wesent- 
lich erleichtern. 


. Merseburg I. PIEHLER 


Anwendungen der Matrizenrechnung auf 
wirtschaftliche und statistische Probleme. 
Herausg. A. Adam unter Mitarb. v. F. Ferschl, A. Kla- 
mecker, A. Klingst, O. Pichler, J. Roppert, H. Scholz, 
K. Wenke u. W. Wetzel. (Einzelschriften der Deut- 
schen Statistischen Gesellschaft, Nr. 9). Würzburg 
1959. Physica-Verlag. Preis geb. 28,— DM. 


Es handelt sich bei dieser Monographie um eine im 
Auftrage der Dtsch. Statistischen Gesellschaft unter 


(Wien) ents 


aktion und tätigen Mitarbeit von 
. Titel genannten Themenkreis. 

Auf den ersten Seiten gibt Krınest eine die Rechen- 
regeln, den Determinantenbegriff, die Gleichungsauf- 
lösung (Cramersche Regel) und eine Skizze des spe- 
ziellen Eigenwertproblems umfassende Einführung in 
die Matrizenrechnung. Danach beschreibt PıcutLer 
Matrizenanwendungen bei Betriebskostenrechnungen 
und der Erfassung der linearen Abhängigkeiten, die 
zwischen den in Leistungsverflechtung zueinander 
stehenden Fertigungsstellen von Großbetrieben herr- 
schen. Die zwei darauffolgenden Artikel von WENKE 


(Matrizenmodelle in der Großindustrie) und Kra- 


MECKER (Input-Output-Analyse) sind verwandten 
Fragen gewidmet. Unter der Überschrift ‚„Theoreti- 
sche Grundlagen des linearen Programmierens“ leitet 
WETZzEL die für die numerische Lösung von Aufgaben 
der Linearplanung fundamentalen Sätze, nämlich das 
Simplex-Theorem, das Simplex-Kriterium und die 
Dualitätstheoreme her; ferner gibt er eine Darstellung 
der Theorie der Matrizenspiele und der Einsatz-Aus- 
stoß-Analyse im Hinblick auf lineare Programmie- 
rungsaufgaben. Der sich anschließende Abschnitt 


von FERSCHL ist den rechnerischen Verfahren zur Lö- 


sung linearer Programmierungsprobleme, der Simplex- 
Methode gewidmet. 


Der Artikel von Anam — anscheinend eine Original- 
arbeit — über das maximale Bestimmtheitsmaß leitet 
den statistischen Teil der Matrizenanwendungen ein; 
fortgesetzt wird dieser von ROPPERT mit einer ma- 
trizenmäßigen Darstellung n-dimensionaler Vertei- 
lungen, insbesondere der n-dimensionalen Gauss- 
Verteilung, der Regression und benachbarter Fragen 
(x?-, F-Verteilung) Die ganze Schrift wird beschlossen 
mit einem Abschnitt von ScHorz über Verfahren zur 
praktischen Lösung von Matrizenaufgaben, das Ver- 
fahren von GAUSS-BANACHIEWITZ, von GAUSS-SEIDEL, 
HESSENBERG und das Iterationsverfahren zur Be- 
stimmung des betragsgrößten Eigenwertes. 


Vom Standpunkt dieser Zeitschrift aus muß man 
der vorliegenden Schrift eine weite Verbreitung — 
auch in Kreisen von Nicht-Fachmathematikern — 
wünschen; als besonders verdienstvoll können die 
beiden Beiträge von WETZEL und FerscHL über die 
heutzutage sehr aktuellen Fragen der linearen Pla- 
nungsrechnung erwähnt werden. Noch zählen ja 
Schriften über diese Gegenstände in der deutschspra- 
chigen Literatur zu den Seltenheiten. Als unbedingten 
Vorzug muß man den beiden Aufsätzen überdies die 
konsequente Verwendung der Matrizenschreibweise 
und des Matrizenkalküls anrechnen, durch welche die 
Verfasser zu einer straffen, aber umfassenden Dar- 
legung auf einer dem Leser zumutbaren Anzahl von 
Seiten gelangen. 


Dresden L. BITTSER 


J.F.Holbrook, LaplaceTransforms for Electro- 
nic Engineers. XIII + 259 S. m. 170 Abb. London 
1959. Pergamon Press. Preis geb. 50 s net. 


Wie aus dem Titel des Buches bereits hervorgeht, 
richtet es sich in erster Linie an den Elektroingenieur, 
um ihn mit der Theorie der LAPLAcE-Transformation 
und deren Anwendungen vertraut zu machen. Wört- 
lich heißt es: ‚‚LArLAce transform theory is a philo- 
sophy of logie and analytical reasoning which allows 
one to analyze and synthesize electronic circuitry, 
networks, filters, oscillators, servo-systems, etc., with 
much less effort and far more accuracy and depth of 
understanding than most engineers can develop when 
using older methods.‘ 


Da das Buch auch einem Leser mit nur bescheidenen 
mathematischen Vorkenntnissen verständlich sein 
soll, beginnt es mit einer Einführung der komplexen 
Zahlen und der Funktionen einer komplexen Ver- 


tandene Artikelsammlung über den im 


Fi 
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änderlichen. Am Beispiel der rationalen Funktionen 
wird der Residuenzsatz erläutert. Von der FOURIER- 
schen Reihe gelangt man dann über das Fourrersche 
Integral zur LarLacr-Transformation. Daß die 
mathematischen Beweise zum Teil unvollständig sind 
oder ganz weggelassen wurden, ist kein Nachteil, so- 
fern darauf aufmerksam gemacht wird. Es sollten 
aber in jedem Fall die Gültigkeitsgrenzen angegeben 
werden, was beispielsweise bei der wichtigen Formel 
(3.2) nicht geschehen ist, die schon für die einfache 
Funktion (7.5) falsch ist. _ 


Die technischen Anwendungen beziehen sich im 
wesentlichen auf die in dem obenstehenden Zitat an- 
gegebenen Gebiete. Dabei tritt auch die Diracsche 
Deltafunktion in der zwar üblichen, aber nicht ein- 
wandfreien Definition auf. Da jedoch keine partiellen 
Differentialgleichungen vorkommen, wird in dem 
Buch gerade derjenige Teil der Operatorenrechnung 
behandelt, der nach J. Mixusısskı ohne LAPLACH- 
Transformation mit einem wesentlich geringeren Auf- 
wand völlig elementar dargestellt werden kann. Trotz- 
dem ist natürlich jeder Beitrag, der für die Verbrei- 
tung der LarLacz-Transformation unter den Elektro- 
technikern sorgt, zu begrüßen. 


Halle/Saale L. BERG 


V. Fock, The Theory of Space, Time and Gra- 
vitation. XVIII + 411 8. London 1959. Pergamon 
Press. Preis geb. £ 5 net. 


Im vorliegenden Buche wird zunächst die ‚‚Spezielle 
Relativitätstheorie‘“ (“Theory of Space-Time”) und 
dann die ‚„‚Allgemeine Relativitätstheorie‘“ (“Theory 
of Gravitation”) ausführlich dargestellt. Dabei ist im 
ersten Teil durchaus die Eınsrteinsche Auffassung 
dieser Theorie beibehalten, nicht dagegen im zweiten 
Teil. Fock ist in zwei wesentlichen Punkten anderer 
Meinung als EINsTEIx: 

1. Er ist der Ansicht, daß den Gleichungen, welche 
den metrischen Fundamental-Tensor g,, mit dem 
Energie-Impuls-Tensor der Materie 7',, verknüpfen, 
unbedingt gleichberechtigt Anfangs- oder Randbe- 
dingungen hinzugefügt werden müssen. (Da es sich 
um partielle Differentialgleichungen handelt, ist die 
Lösung sonst nicht eindeutig bestimmt!) Für Pro- 
bleme innerhalb unseres Sonnensystems schlägt Fock 
als Randbedingung vor, zu verlangen, daß g9,, im Un- 
endlichen pseudo-euklidische Werte annehme. Die 9,» 
sind dann bis auf LoRENTzZ-Transformationen eindeu- 
tig durch 7',, bestimmt. 

2. Bei einem solchen Vorgehen werden natürlich ge- 
wisse Koordinaten-Systeme vor anderen ausgezeich- 
net, d.h. die allgemeine Kovarianz geht verloren. 
Fock meint, daß die Einsteınsche Forderung nach 
allgemeiner Kovarianz sowieso physikalisch inhaltlos 
sei. Wesentlich für die Theorie der Gravitation sei nur 
das Gesetz der Gleichheit von schwerer und träger 
Masse. 

Tatsächlich wird im vorliegenden Buch die Theorie 
der Gravitation unter Berücksichtigung dieser beiden 
Gesichtspunkte ausführlich und gründlich dargestellt. 
Das Buch läßt (in der ausgezeichneten Übersetzung 
von N. Kemmer) m. E. keinen Punkt unklar. Es ist 
vorzüglich geeignet, die Diskussion über diese ver- 
schiedenen Auffassungen der Ernstersschen Theorie 
der Gravitation, die ja auch in der UdSSR keineswegs 
abgeschlossen ist, in sachlicher Form einem größeren 
Kreise von Physikern nahe zu bringen. 


Jena G. HEBER 


G. Asser, Einführung in die Mathematische 
Logik, Teil I. IV + 1848. Leipzig 1959. B.G. 
Teubner — Verlagsgesellschaft. Preis geb. 11,25 DM. 


Dieser 1. Teil stellt eine mathematische Theorie 
der klassischen Aussagenlogik dar — der 2. Teil 


Buchbesprechungen 


wird die klassische Prädikatenlogik, der 3. Teil .die 


sogen. Stufenlogik (also die Russerzsche 
lehre) behandeln. In der klassischen 
betrachtet man die Aussageformen (zusamm 


engesetzt 
aus Variablen mit den Junktoren: und, oder, nicht 


u. a.), die bei jeder Einsetzung von Aussagen für die _ 


Variablen in eine wahre Aussage übergehen. 


In $$ 1—3 werden diese „Identitäten“ eingeführt, 
und $ 4 gibt eine Sammlung der wichtigsten vonihnen. 


"Um von einem Ausdruck zu entscheiden, ob er eine 


Identität ist, kann man ihn zunächst auf eine Normal- 
form (wie die Polynome in der Algebra) bringen. Das 
wird in $ 5 dargestellt. Damit ist diese Theorie eigent- 
lich abgeschlossen. Sie ist mathematisch trivial, 
Verf. verwendet aber — mit einer wohl für Nicht- 
mathematiker berechneten Breite — hierfür 70 Seiten 
(6 Seiten behandeln eine Anwendung auf elektrische 
Schaltungen). : 
Die restlichen 110 Seiten (mit Ausnahme der 5 Sei- 
ten von $10, die hätten vorweggenommen werden 
können) behandeln eine Frage, die nur für die intui- 
tionistische Aussagenlogik und teilweise für die Prädi- 
katenlogik wichtig wird, die Frage der Axiomatisier- 
barkeit der Klasse der Identitäten. Diese Frage wird 
in $ 6 formuliert. 


Verf. trägt im wesentlichen die Lösung von Hır- 
BERT-BERNAYS mit einem lö-gliedrigen Axiomen- 
system „axa“ vor. Die Vollständigkeit von axa wird 
in $7 auf 20 Seiten nach Post bewiesen — obwohl, 
wie Verf. selbst bemerkt, der ‚Grundgedanke... 
außerordentlich einfach‘ ist. Ein kürzerer Beweis 
von WAJSBERG und (in $8) Beweise von HENKIN und 
Karmär folgen. Die Diskussion verschiedener Be- 
griffe von Widerspruchsfreiheit und Vollständigkeit 
in $8 ist wiederum erschöpfend und trivial. $9 
behandelt die Unabhängigkeit von axa. 


Das Buch schließt mit einer Darstellung der GENT- 
zenschen Axiomatisierung ($ 11), deren Vollständig- 
keit auf die von axa zurückgeführt wird, und mit 
Bemerkungen zum allgemeinen Kalkülbegriff ($ 12). 

Zusammenfassend muß gesagt werden, daß diese 
mathematische Theorie nur vom Standpunkt eines 
„‚l’art pour l’art‘‘ gerechtfertigt werden kann. Für 
die Anwendungen der klassischen Aussagenlogik in 
der Mathematik (sei es Arithmetik, Analysis oder 
auch Algebra und Topologie) ist nur der erste Teil 
($$ 1—5) wichtig. Solange man sich auf die klassische 
Aussagenlogik beschränkt, müssen die Axiomati- 
sierungsfragen als willkürlich erscheinen. Ob die 
Behandlung solcher Fragen durch die „Schönheit“ 
der Antworten gerechtfertigt wird, ist selbstverständ- 
lich Ansichtssache. Verf. schließt sich hier unkritisch 
den Auffassungen der Berliner Schule von K. ScHRö- 
TER an. Ein Nachteil dieser mathematischen Schön- 
heit ist leider ihre relative Trivialität: Für einen 
Nichtmathematiker mag das alles schwierig sein 
(insbesondere weil er die scholastische Terminologie 
nicht sofort durchschauen wird), jemanden, der an 
den ausspruchsvolleren Theorien der Mathematik 
geschult ist, wird man auf diese Weise aber kaum für 
die Logik interessieren können. 


Kiel P. LORENZEN 


W.Olszak, Non-Homogeneity in Elasticity 


and Plastieity. VII + 5288. London 1959. Per- 
gamon Press. Preis geb. £ 5 net. 


Bei der Durchsicht dieses Buches, das die Vorträge 
des Symposiums der IUTAM vom September 1958 
in Warschau enthält, ist man versucht, den Namen 
für ein Omen zu halten. Aber das liegt in der Natur 
der Sache; denn der Begriff „Inhomogenität‘“ ist 
nicht fest umrissen und wird sehr vielseitig gebraucht. 
Wir finden so beispielsweise neben der Betrachtung 
von Körpern, die aus verschiedenen Werkstoffen 
diskontinuierlich zusammengesetzt sind (wobei die 


Aussagenlogik ) 
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g, oder aber auch als Folge unterschiedlicher 

\rmierung, sofern man die Armierung’in die Werk- 

; toffeigenschaften einbezieht). Andere Betrachtungen 
chränken sich auf anisotrope Werkstoffe, und 

ließlich finden sich in diesem Rahmen auch solche 


ie 


mmenhang mit dem Generalthema haben, wie bei- 


große Formänderungen oder über komplexes Werk- 
offverhalten. 


“cs 


 rigkeiten, diese ‚‚Inhomogenität‘“‘ zu ordnen, wohl 
bewußt. Er hat sie zu ordnen versucht durch eine 
Einteilung in 6 Abschnitte: I. Elastizität, II. Plastizi- 
tät, III. Rheologie, IV. Dynamische Probleme, V. Sta- 
tistische und Mikro-Inhomogenität, VI. Verschiedenes. 
Aber auch innerhalb dieser Abschnitte ergibt sich 
noch eine solche Streuung der Beiträge (insgesamt 
sind es 55, zu denen noch einige Diskussionsbemer- 
kungen kommen), daß es hier unmöglich ist, einen 
- vollständigen Überblick über die aufgegriffenen Pro- 
bleme zu geben. Es müssen deshalb folgende Hin- 
weise genügen: Br. 
Rahmen der Elastizitätstheorie werden über- 
" wiegend solche Probleme betrachtet, die sich zwei- 
dimensional behandeln lassen. Dabei wird weit- 
gehend von funktionentheoretischen Hilfsmitteln Ge- 
= brauch gemacht. Die plastizitätstheoretischen Be- 
— trachtungen bilden den größten Abschnitt dieses 
Buches. Aus den vielseitigen Beiträgen hierzu wird 
deutlich, daß es eine geschlossene Theorie plastischer 
— Formänderungen, die über die Theorie des ideal- 
plastischen Werkstoffverhaltens (klassische Theorie) 
hinausgeht, noch nicht gibt. Wir finden wohl einige 
allgemeine Betrachtungen über die Voraussetzungen 
- — und den Gültigkeitsbreich gewisser Theoreme (hier 
sind die Arbeiten von OLSZAK und seiner Co-Autoren 


a N 


r hervorzuheben), aber im übrigen beschränken sich 
- alle Ansätze zur Erweiterung der klassischen Theorie 
- darauf, gewisse Beziehungen dieser Theorie (Fließ- 
 bedingung, Spannungs-Verzerrungs-Beziehungen) zu 
verallgemeinern, ohne zu prüfen, ob dadurch der 
FR Gesamtaufbau der Theorie widerspruchsfrei bleibt. 
= Hinsichtlich ihrer Tragweite hinterlassen deshalb die 
4 verschiedenen Ansätze, die sich im speziellen Falle 
Pr durchaus bewähren können, beim Leser ein un- 
2 sicheres Gefühl. 


Die übrigen 4 Abschnitte haben einen wesentlich 
geringeren Umfang. Die rheologischen Betrachtungen 
+ stellen für einige spezielle Probleme den Zeiteinfluß 
5 in Rechnung. Die dynamischen Betrachtungen gelten 

vor allem der Wellenausbreitung. Der Abschnitt V 
bezieht sich im wesentlichen auf Zwei-Stoff-Systeme. 
In Abschnitt VI sind schließlich die Beiträge zu- 
sammengefaßt, die ein wenig abseits vom General- 
thema liegen. 
Zusammenfassend kann man sagen: Die Stärke 
- dieses Buches liegt gewiß nicht in seiner inneren 
Geschlossenheit, sondern darin, daß es die Vielfältig- 
keit der Probleme, Lösungsmöglichkeiten und -Ver- 
suche auf dem weiten Gebiet des Generalthemas 
widerspiegelt und damit eine Quelle von Anregungen 
ist. Es läßt ahnen, wie interessant es für die Teil- 
nenmer an diesem Symposium gewesen sein muß, sich 
zu begegnen. 


Hannover 


TH. LEHMANN 


E. Artin, Galoissche Theorie. 868. Leipzig 
1959. B. G. Teubner-Verlagsgesellschaft. Preis geb. 
5,30 DM. 

Bei dem vorliegenden Buch handelt es sich um eine 
Übersetzung des in englischer Sprache erschienenen 


trachtungen, die nur noch einen sehr losen Zu- 


spielsweise einige allgemeine Betrachtungen über 


Der Herausgeber, W. OLszax, war sich der Schwie- 


wur 
er 
— — 
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Literatur in den Lehrbüchern der Algebra behandelt, 


in denen sie zwar einen Kernpunkt bildet, nicht aber 


alleiniger Inhalt ist. Dem Verfasser ist es auf sehr 
knappem Raum gelungen, ausgehend von der Defi- 


nition des Körperbegriffs — also nahezu ohne Ver- 
. wendung algebraischer Kenntnisse — bis zu den 


wesentlichen Sätzen der GALoIstheorie und deren An- 
wendungen vorzudringen. Es ist daher sehr zu be- 
grüßen, daß dieses Buch durch die Übersetzung auch 
den deutschen Lesern zugänglich gemacht ist. 


Im einzelnen gliedert sich das Buch in drei Kapitel. 


Im 1. Kapitel werden auf 15 Seiten die im weiteren 
verwandten Elemente der linearen Algebra (Körper, 
Vektorraum, lineare Unabhängigkeit, lineare Glei- 
chungssysteme, Determinanten) hergeleitet. 


Das 2. Kapitel, überschrieben ‚‚Körpertheorie“, ist 
das Kernstück des Buches. Es umfaßt im wesent- 
lichen die Theorie der endlichen separablen alge- 
braischen Erweiterungen. Darüber hinaus findet man 
hier u.a. den Basissatz für endlich erzeugbare abel- 
sche Gruppen, eine Behandlung der NoETHErschen 
Gleichungen und einen Abschnitt über Kummersche 
Körper. 

Das 3. Kapitel (von N. A. MırGRAm) behandelt als 
Anwendungen der Garo1stheorie die Auflösbarkeit 
von Gleichungen durch Radikale, die GALoIsgruppe 
der allgemeinen Gleichung n-ten Grades und die Kon- 
struktionen mit Zirkel und Lineal. 


Dresden M. Hasse 


€. C.Lin, Turbulent Flows and Heat Transfer. 
XV + 54958. m. zahlr. Abb. Princeton, New Jersey 
1959. Princeton University Press. Preis geb. $ 15.00. 


Dieses Buch ist anscheinend der zweite bisher 
erschienene Teil eines zwölfbändigen Sammelwerks 
‚High Speed Aerodynamics and Jet Propulsion‘, 
in dem es den Band V bilden soll. Wie schon in der 
Besprechung des zuerst erschienen Bandes VI 


(ZAMM 37 (1957), 8. 239) angegeben, sollten darin. 


die Probleme, die mit der Aerodynamik hoher Flug- 
geschwindigkeiten und dem Strahlantrieb zusammen- 
hängen, ausführlich behandelt und dabei Überblicke 
über die grundlegenden Wissenschaftsgebiete gegeben 
werden. Solche Übersichten sind um so notwendiger, 
je schneller Fortschritte erzielt werden und je stärker 
sich die Strömungslehre in spezielle Forschungsgebiete 
zergliedert. Für uns sind sie besonders wertvoll, denn 
es handelt sich oft um extreme Probleme des Flugs 
von Raketen und Satelliten, die wegen ihrer räum- 
lichen und finanziellen Dimensionen nur noch von 
den beiden Großmächten ausführlich erforscht 
werden können. Entsprechend sind die Anwen- 
dungsbereiche und Beispiele anders als in früheren 
Büchern über Turbulenz und Wärmeübergang, obwohl 
das aus den folgenden Titeln der Hauptabschnitte 
nicht hervorgeht: A) Laminar-turbulenter Umschlag, 
H.L. Dryven; B) Turbulente Strömung, G.B. 
SCHUBAUER und (©. M. TcHen; C) Statistische Turbu- 
lenztheorien, C. C. Lin; D) Wärmeleitung, M. YAcH- 
TER und E. Mayzr; E) Wärmeübergang und Reibung 
in Flüssigkeiten, R. G. DEıssLeR und R. H. SABERS- 
KkyY; F) Wärmeübergang in Gasen, E. R. van DRIEST; 
G) Kühlung durch Flüssigkeitsfilm, S. W. Yvas; 
H) Physikalische Grundlagen der Wärmestrahlung, 
S.S. PEnnerR; I) Praktische Berechnung von Strah- 
lungs-Wärmeaustauschern, H. ©. HoTTer. 

Die Abschnitte A bis C über Turbulenz bilden fast 
genau die Hälfte des Buches; es wird darin über die 
meist ‚‚klassischen‘‘ Strömungsgrundlagen referiert, 
die für die darauf folgenden Wärmeprobleme wichtig 
sind. Von diesen seien einige Beispiele stichwortartig 


en RR 
hergehenden Auflagen einige Änderungen auf- 
weist (s. etwa den Beweis des Fundamentalsatzes der 
. Garoıstheorie). j DE en, 
Die GAroIstheorie wird in der deutschsprachigen 
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herausgegriffen: Wärmeübergang von flüssigen Metal- 
len (sehr kleine Pranprr-Zahl); die Bildung von 
Dampfblasen beim Kochen aus winzigen Gaskernen; 
der Einfluß von Oberflächenrauhigkeit und Kühlung 
auf den Umschlagpunkt an einem Kegel bei Über- 
“ schallströmung; das Wiederlaminarwerden der Grenz- 
schicht an einer V 2 infolge der Stabilisierung durch 
den Wärmestrom von der heißen Grenzschicht in die 
kalte Wand. 

Das Buch ist von Fachleuten für Fachleute ge- 
schrieben und somit nicht als Lehrbuch gedacht. Da 
jedoch jeder einzelne Abschnitt einen guten Überblick 
über ein Spezialgebiet gibt, sind meistens auch die 
Ausgangsgleichungen, wichtigsten Hypothesen und 
Ergebnisse angeführt, und der Leser kann sich nun 


an Hand der ausführlichen Schrifttumsangaben (50 - 


bis 100 je Abschnitt) beliebig weit in die Einzelheiten 
vertiefen. Aus diesen und den oben genannten 
Gründen ist das Erscheinen dieses Buchs sehr zu 
begrüßen. 


Hamburg K. WIEGHARDT 


Künstliche Erdsatelliten. Deutsche Redak- 
tion H. Reichardt u. E. A. Niekisch. 357 S. m. 146 
Abb. u. 31 Tab. Berlin 1959. Akademie-Verlag. 
Preis brosch. 38,— DM. 


Der vorliegende 2. Sonderband der ‚Fortschritte 
der Physik“ enthält die deutsche Übersetzung von 
einigen 1957/58 in Uspechifiz. Nauk erschienenen Bei- 
trägen sowjetischer Autoren; die Probleme im Zusam- 
menhang mit künstlichen Erdsatelliten behandeln. 


In verschiedenen Artikeln, die etwa ein Drittel des 
Bandes ausmachen, werden Fragen der Bahnberech- 
nung unter Berücksichtigung des Einflusses geophysi- 
kalischer Faktoren’ und der Lebensdauerbestimmung 
von Erdsatelliten diskutiert. Die von V. A. EGoRov 
stammende, ausführliche Arbeit über einige Probleme 
der Dynamik des Fluges zum Mond verdient beson- 
dere Erwähnung. Der überwiegende Teil der rest- 
lichen Beiträge befaßt sich mit der Bestimmung von 
Dichte, Druck und chemischer Zusammensetzung der 
Erdatmosphäre, mit der Messung elektrostatischer 
Felder und des geomagnetischen Feldes in den oberen 
Schichten der Atmosphäre, mit der Untersuchung 
ultravioletter und korpuskularer Strahlung der Sonne, 
sowie mit der Zusammensetzung der kosmischen 
Strahlung und der interplanetaren Materie. Diese 
Arbeiten fassen die vor allem aus amerikanischen 
Raketenaufstiegen bis 1957 gewonnen Erkenntnisse 
zusammen und diskutieren die Möglichkeiten der 
Beobachtung der Satelliten. 


Mit Ausnahme des Artikels ‚Optische Beobach- 
tungen künstlicher Erdsatelliten“ werden in allen 
Beiträgen, die durchweg leicht lesbar geschrieben sind, 
lediglich die verschiedenen physikalischen Anwen- 
dungsmöglichkeiten künstlicher Satelliten erörtert. 
Es wäre schön, wenn ein weiterer Sonderband der 
Fortschritte der Physik den Beobachtungsergebnissen 
gewidmet werden könnte, die bisher mit Hilfe der 
künstlichen Satelliten gewonnen wurden. 


Kiel li. RICHTER 


H. Cramer, Aus der neueren mathematischen 
Wahrscheinlichkeitslehre. (Arbeitsgemeinschaft 
für Forschung des Landes Nordrhein-Westfalen, 
Heft 76a). 288. Köln/Opladen 1959. Westdeutscher 
Verlag. Preis brosch. DM 2,60. 

Diese kleine Schrift des bekannten Mathematikers 
und Autors hat den großen Vorzug, auf dem knappen 
Raum von 27 Seiten einen allgemein verständlichen 
Ausblick auf die Theorie der stochastischen Prozesse 
zu geben. Berücksichtigt man, daß eine lehrbuch- 


mäßige Darstellung dieses für Theorie und Praxis 
leich wichti Gebietes, auch wenn sie die zahl- 
glei tigen N & 


reichen Anwendungen auf physi 


kalischem, m r 
gischem und ökonomischem Gebiet nicht einbezieht, 
heutzutage mindestens 600 Seiten umfassen muß, 
so wird man das Wenige, was hier über den WIENER- 


und den Po1ssoxprozeß, einige Verallgemeinerungen, 
und schließlich sinne Prozesse in mathematisch 
einwandfreier Form gesagt wird, umsomehr zu wür- 
digen wissen. 
Leider ist die Schrift typographisch nicht auf 


gleicher Höhe: die verschiedenen Druckfehler liefern 


für sich ein sehr anschauliches Beispiel für einen 
Poıssoxschen Prozeß. > 


Wien W. EBERL 


F. W. Simonis, Stufenlos verstellbare mecha- 
nische Getriebe. Zweite erweiterte Aufl. VIII + 
1908. m. 252 Abb. Berlin/Göttingen/Heidelberg 
1959. Springer-Verlag. Preis geb. DM 29,40. 


Der Verfasser hat das 1949 unter dem Titel ‚‚Stufen- 
los verstellbare Getriebe‘‘ erschienene Werkstattbuch, 
Heft 96, völlig neu bearbeitet und erweitert und zu- 
gunsten der mechanischen Bauarten auf hydraulische 
und elektrische Regelgetriebe verzichtet. Nach einer 
Einleitung über die Möglichkeiten der stufenlosen 
Drehzahlregelung werden Reibradgetriebe mit Kegel- 
scheiben und Zylindern, mit umlaufendem Reibring 
und mit Kugeln als Übertragungsmittel behandelt. 
Einen breiten Raum nehmen die Umhüllungsgetriebe 
mit Riemen- oder Kettenübertragung ein und auch 
den Schaltwerksgetrieben ist eine ausführliche Dar- 
stellung gewidmet. Den Abschluß des Buches bilden 
die Steigerungsmöglichkeiten und die Einrichtungen 
zur selbsttätigen Steuerung stufenloser Getriebe. 

Dem Verfasser ist es gelungen, das weitreichende 
Gebiet der stufenlos verstellbaren mechanischen 
Getriebe und ihre zahlreichen Bauformen, auch die 
neueren Entwicklungen des Auslandes, in einem 
selbständigen Buch zusammenzufassen und ein aus- 
gezeichnetes Bildmaterial hinzuzufügen. Dabei be- 
gnügt er sich nicht mit der Beschreibung vieler Typen, 
sondern gibt Leistungs- und Drehmoment-Kennlinien 
sowie Wirkungsgradkurven an, die für den Kon- 
strukteur von Interesse sind, wenn er stufenlose 
Getriebe als Antrieb für seine Maschine vorsieht. Das 
Buch ist für die Praxis besonders wertvoll und seine 
Ausstattung vorzüglich. 


Dresden W. LICHTENHELDT 


Elektronische Datenverarbeitung. Folge 2, 
3,4. (Fachberichte über programmgesteuerte Maschi- 
nen und ihre Anwendung.) Braunschweig 1959. 
Verlag Friedr. Vieweg & Sohn. Preis kart. je Folge 
DM 7,80. 

_ Die 1959 erschienenen Folgen der ‚‚Elektronischen 
Datenverarbeitung‘ enthalten eine Anzahl interessan- 
ter Maschinenbeschreibungen und Anwendungen. 
Hierbei stehen mehr die Anwendungen auf wirtschaft- 
lichem als auf technischem Gebiet im Vordergrund. 


Folgen 2 und 3 enthalten einen interessanten Über- 
blick über die Ausstellung elektronischer Rechenan- 
lagen im Dezember 1958 in London, wobei auch 
Analogrechner berücksichtigt werden. Unter den Ma- 
schinenbeschreibungen ist besonders die sehr ausführ- 
liche Beschreibung eines an der Technischen Universi- 
tät in Berlin aufgebauten Kleinrechners mit Band- 
steuerung zu erwähnen. Weiterhin werden der Sie- 
mensrechner 2002, der Rechner Bull Gamma 60 und 
die National Elliot 405 vorgestellt. 


In Folge 4 wird eine für den Siemensrechner 2002 im 
Hahn-Meitner-Institut entwickelte Programmorgani- 
sation zur automatischen Zusammenstellung von Pro- 
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Aufsätzen b 
ındere mit Me; 

er ıd Wirtschaftsablauf. Be- 
ber Informationsverarbeitung in Paris, 
r automatische Dokumentation in Frank- 
f rfahrensforschung in Salzburg, Programmie- 
rung in Darmstadt) und über die Hannoversche Messe 


1959 ergänzen den Inhalt der Hefte. 
;- Berlin n K.-H. BACHMANN 
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W. Meyer zur Capellen, Bewegungsverhält- 
nisse an der geschränkten Schubkurbel. (For- 
' schungsberichte des Wirtschafts- und Verkehrsmi- 
 nisteriums Nordrhein-Westfalen, Nr.449.) 588. 
Köln und Opladen 1958. Westdeutscher Verlag. Preis 
kart. DM 35,95. s 


Untersuchung des geschränkten 
- Schubkurbeltriebes durchgeführt und eine Zusammen- 
- stellung der auftretenden Formeln über Weg, Ge- 
' schwindigkeit und Beschleunigung des Abtriebgliedes 
und darüber hinaus eines beliebigen Punktes der 
Koppelebene gegeben, wobei auf alle möglichen Son- 
.derfälle in breiter Darstellung eingegangen wird. Eine 
Reihe von Formeln wäre allerdings unter Zugrunde- 
_ legung der Gaussschen Zahlenebene einfacher abzu- 
- leiten gewesen. 
Einen größeren Raum wird der harmonischen Ana- 
Iyse von Bewegung, Geschwindigkeit und Beschleuni- 
gung, sowie der Drehbewegung der Koppelebene ein- 
"geräumt. Da abgesehen von einigen Sonderfällen die 
' rechnerische Auswertung der entsprechenden For- 
meln zu kompliziert werden würde, zeigt der Autor 
einen instrumentalen Weg unter Verwendung des har- 
 monischen Analysators von MADErR-OrTT. Die Ergeb- 
nisse dieser instrumentalen Auswertung wurden in 
- Kurventafeln niedergelegt. 
Be Der Anhang, der mehr als 47 Figuren bringt, er- 
leichtert noch das Lesen des außerordentlich klar ge- 
-  schriebenen Textes. 
Bi Zu bemerken wäre noch, daß die vorliegende Ab- 
handlung ein Teilbericht einer größeren Arbeit über 
„Grundsätzliche Ermittlung der Bewegungen, Be- 
lastungen und Schwingungsverhältnisse an Vier- und 
Mehrgliedketten“ darstellt. 


Dresden 


b* ; 
Wach 3 
u 


R. BEREIS 
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W. Meyer zur Capellen, Harmonische Analyse 
bei Kurbeltrieben. (Forschungsberichte des Lan- 
des Nordrhein-Westfalen, Nr. 676) 388. Köln und 
Opladen 1959. Westdeutscher Verlag. Preis kart. 

DM 11,50. : 


In vorliegender Abhandlung werden Gelenkvierecke, 
d.h. Kurbelschwinge und Doppelkurbel, und einige 
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Sonderfälle untersucht, wobei besonderes Gewicht auf 
- die harmonische Analyse des Abtriebwinkels, des 
-  Koppelwinkels und der Bewegungskomponenten der 
- Koppelkurven gelegt wurde: Damit reiht sich diese 
- Arbeit in eine größere Arbeit über ‚‚Grundsätzliche 
Ermittlung der Bewegungen, Belastungen und 
- Schwingungsverhältnisse an Vier- und Mehrgelenk- 


ketten‘‘ ein. Es wird auch öfter auf Ergebnisse 
vorangehender Arbeiten dieser Serie hingewiesen. 

Die Analyse der Viergelenkketten wird durch relativ 
einfache Überlagerungen dargestellt. Für die Koeffi- 
zienten der Überlagerung lassen sich jedoch im allge- 
- meinen keine geschlossenen Ausdrücke angeben. Es 
wird auf eine instrumentelle Analyse mit Sonder- 
_  geräten hingewiesen. 


Dresden R. BEREIS 


iebs- un: 
edene Fachtagungen (Internationa- 


In vorliegender Arbeit wird eine systematische 
(exzentrischen) 


geb. zusammen DM 36,—. 


zweite Auflage erschienen. Das seinerzeit überaus 
beifällige Urteil vieler Rezensionen kann auch jetzt 
wieder bestätigt werden: Die Lektüre dieses Buches, 
das aus leicht faßlich vorgetragenen mathematischen 
Problemen, aus vielen geschichtlichen Mitteilungen 
über Mathematikerpersönlichkeiten und eigenen, 
manchmal etwas berufsstolzen kulturgeschichtlichen 
Betrachtungen des Verfassers.besteht, obendrein mit 
schönen Figuren versehen ist, stellt genau das Richtige 
dar, um einen großen Personenkreis für mathema- 
tische Überlegungen aufzuschließen. Vor allem in 
die Hände unserer Jugend gehört dieses Buch! Kein 


 Mathematiklehrer sollte nunmehr vor der Frage, wie 


er die nächste Vertretungsstunde in den oberen Klas- 
sen lehrreich und doch unterhaltsam verbringen 
könnte, in Verlegenheit geraten: die zwei Bände 
enthalten dafür Stoff genug — und zwar gleich in der 
methodisch günstigsten Form. Ein wertvolles Ge- 
burtstagsgeschenk für den heranwachsenden Sohn, 
ein Mittel der erbaulichen Unterhaltung für den 
eigenen Bedarf — das sind die ‚‚gelösten und unge- 
lösten Probleme“. 


Dresden L. BITTNER 


M. Engeli — Ih. Ginsburg — H. Rutishauser — 
E. Stiefel, Refined Iterative Methods for Com- 
putation of the Solution and the Eigenvalues 
of Self-Adjoint Bondary Value Problems. 


. (Mitteilungen aus dem Institut für angewandte Mathe- 


matik der ETH Zürich, Nr. 8.) 107 S. Basel/Stutt- 
gart 1959. Birkhäuser Verlag. Preis brosch. DM 
17,—. 


Diese Neuerscheinung ist ein äußerst interessanter 
Bericht über die Arbeiten der Verfasser auf dem Ge- 
biet der Relaxationsmethoden. Der Leser wird hier 
mit modernen numerischen Verfahren zur genäherten 
Lösung von Rand- und Eigenwertproblemen bei 
selbstadjungierten partiellen Differentialgleichungen 
vom elliptischen Typ bekanntgemacht. Ausgangs- 
punkt der numerischen Betrachtungen ist das zum 
Differentialgleichungsproblem gehörige approximativ 
behandelte Variationsproblem. Abgesehen von Vortei- 
len in der Vorbereitung zur numerischen Durchführung 
— z. B. brauchen nur die wesentlichen, nicht aber die 
oftmals recht komplizierten und höhere Ableitungen 
enthaltenden natürlichen Randbedingungen berück- 
sichtigt zu werden usw.— haben jahrelange Erfahrungen 
die Verfasser bewogen, diesen Weg zu beschreiten. 


Diese Vorgehensweise führt beim jeweiligen Problem 
auf ein lineares Gleichungssystem, das iterativ gelöst 
wird. Je nach der Art und Weise, wie die neue Ite- 
rierte aus ihren Vorläufern berechnet wird, unter- 
scheiden sich die verschiedenen Methoden. Insbeson- 
dere werden die sogenannten Gradientenmethoden, 
Überrelaxationsmethoden und abgeleitete Verfahren 
theoretisch hinsichtlich Konvergenz und anderer 
Eigenschaften untersucht. 


Zahlreiche numerische Beispiele — behandelt werden 


hauptsächlich Probleme bei partiellen Differential» 


gleichungen 4. Ordnung, die in der Elastizitätstheorie 
auftreten — werden ausführlich diskutiert. Sie ge- 
statten, die betrachteten Methoden hinsichtlich ihrer 
Anwendbarkeit und Wirksamkeit zu prüfen und zu 
vergleichen. 


Dresden H. KADnErR 


Wegen des großen ’Zuspruchs der populären „Vor- 
lesungen für Hörer aller Fakultäten“ ist nun eine 
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F. Schultz-Grunow, Theoretische und experi- 
mentelle Beiträge zur Grenzschichtströ- 
mung. (Forschungsberichte des Landes Nordrhein- 
Westfalen, Nr. 684) 66 8. Köln/Opladen 1959. West- 
_ deutscher Verlag. Preis brosch. DM 19,—. 


Der Bericht enthält vier verschiedene Beiträge. 
Im 1. Beitrag beschreiben d. Verf. ein Verfahren zur 
Sichtbarmachung von Strömungen mit Hilfe einer 
Hammerschlagsuspension in Essigester. Als Beispiel 
werden einige Aufnahmen von der Strömung zwischen 
zwei koaxialen Zylindern für verschiedene Rota- 
tionsgeschwindigkeiten wiedergegeben. Diese Auf- 
nahmen vermitteln ein anschauliches Bild von den 
verschiedenen Strömungszuständen, angefangen von 
der einsetzenden Tayvrorinstabilität bis zur voll aus- 
gebildeten Turbulenz. Der 2. Beitrag enthält den 
theoretischen und experimentellen Nachweis für 
die Entstehung von Längswirbeln an einem zur An- 
strömungsrichtung symmetrischen Rauhigkeitsele- 
ment. Im 3. Beitrag wird gezeigt, daß die Strömung 
zwischen zwei koaxialen Zylindern gegenüber Stö- 
rungen vom TOLLMIEN-SCHLICHTINGschen Typ stabil 
ist, wenn nur der äußere Zylinder rotiert, und wenn 
die Phasengeschwindigkeit c der Störungen nicht 
größer als die Rotationsgeschwindigkeit V des Zylin- 
ders ist. Die Experimente ergeben Stabilität bis zu 
den höchsten erreichbaren Drehzahlen. Die Frage, 
weshalb im Experiment keine Störungen mit c> V 
auftreten, bleibt offen. Der 4. Beitrag behandelt die 
Entmischung makromolekularer Lösungen in Scher- 
strömungen. Es wird gezeigt, daß in einer reibungs- 
losen Scherströmung auf ein zylindrisches Teilchen 
in der Nähe einer Wand Abstoßungskräfte wirken. 
Das infolge dieses Effekts sich einstellende Konzen- 
trationsgefälle wird optisch nachgewiesen. 


Freiburg/Br. K. KIRcHGÄSSNER 


E. Kreyßig, Differential Geometry. (Mathe- 
matical Expositions, No.11.) XIV + 3528. m. 
104 Abb. Toronto 1959. University of Toronto Press. 
Preis geb. $ 8.50. 


Dieses Buch ist eine vom Verfasser selbst besorgte 
freie Übersetzung seiner bei der Akademischen Ver- 
lagsgesellschaft Geest & Portig in Leipzig 1957 er- 
schienenen ‚‚Differentialgeometrie‘‘, in der nur gering- 
fügige Veränderungen vorgenommen worden sind. Es 
wird daher auf die kürzlich erschienene Besprechung 
des deutschsprachigen Werkes hingewiesen (ZAMM 40 
(1960), S. 143— 144). 


Dresden HEINRICH 


L. Heiiter, Begründung der Funktionentheo- 
rieaufalten und neuen Wegen. Zweite, wesent- 
lich verbesserte Aufl. VIII+648. m. 13 Abb. 
Berlin/Göttingen/Heidelberg 1960. Springer-Verlag. 
Preis brosch. 19,80 DM. 

Die Tatsache, daß man bei Funktionen eines kom- 
plexen Argumentes aus der einmaligen stetigen Dif- 
ferenzierbarkeit auf die unbeschränkte Differenzier- 
barkeit und sogar auf die Entwickelbarkeit in eine 
Potenzreihe schließen kann, ganz im Gegensatz zum 
Reellen, macht eine Überprüfung der zum Aufbau der 
Funktionentheorie nötigen Voraussetzungen beson- 
ders anziehend. Insofern entspricht die vorliegende 
Schrift, die letzte Frucht jahrzehntelanger Bemühun- 
gen des Verfassers, sicher einem Bedürfnis. Die wich- 
tigsten Reduktionen der ursprünglichen Cavo#vschen 
Vorausssetzung einmaliger stetiger Differenzierbar- 
keit, nämlich der Satz von GoursAT und der Satz von 
LoOMAN-MENCHOFF, werden im Wortlaut genannt, 
und der erste dieser Sätze wird bewiesen. Bei den 
sonstigen Ausführungen wird der Leser viele Akzente 
anders setzen als der Verfasser und manche Bemer- 
kung, die über mathematische Dinge gemacht wird, in 
den Bereich der Didaktik verweisen. 


Jena W. BRöDEL 


Buchbesprechungen 


A.Pflüger, Elementare Schalenstatik. 3 
VIII + 1128. m. 56 Abb. Berlin/Göttingen/Heic 
berg 1960. Springer-Verlag. Preis geb. 19,50 DM. 

Daß bereits innerhalb von drei Jahren eine Neu- 
auflage der Elementaren Schalenstatik notwendig ist, 
zeigt die große Beliebtheit des Prrügerschen Schalen- 
buches. R Ta 

Gegenüber der zweiten Auflage sind daher nur 
einige kleine Ergänzungen aufgenommen worden. So 
bleibt der Charakter des Buches als eine einfache und 
leicht verständliche Darstellung der Grundtatsachen 
der Schalentheorie voll gewahrt. a 


Freiberg/Sa. -D. Rünıser 


R. Coester, Theoretische und experimentelle 
Untersuchungen an Querstromgebläsen. (Mit- 
teilungen aus dem Institut für Aerodynamik an der 
ETH Zürich, Nr. 28.) 578. m. 76 Abb. Zürich 1959. 
Verlag Leemann. Preis brosch. SFr. 14,—. 


Die Vorgänge im Laufrad von Querstromgebläsen 
sind verwickelt, obwohl die Strömung dort im wesent- 
lichen eben ist. Frühere Entwicklungen brachten 
Durchflußzahlen bis 2, Druckzahlen bis 3,5 bei ver- 
tretbaren Wirkungsgraden. COESTER strebte extrem _ 
kleine Durchflußzahlen an. Er geht von Strömungs- 
messungen an bekannten Bauformen aus. Auf ihren 
Ergebnissen baut er die Behandlung der Potential- 
gleichung für das „‚gesunde‘‘ Gebiet im Laufrad auf, 
beachtet am Gitterinnenrand Randbedingungen und 
fordert für die ‚„‚Totwasser“-Grenze konstanten sta- 
tischen Druck. Folgerungen für Schaufelgitter und 
Gehäuse erbrachten im Modellversuch sehr kleine 
Lieferzahlen (0,1 bis 0,3) bei gegenüber früheren For- 
men leicht erhöhter Druckzahl und gleichen Wirkungs- 
graden. Solche Querstromgebläse arbeiten in Gebieten, 
die bisher Kolben- und Rotationsverdichtern vorbe- 
halten waren, mit vergleichbaren Wirkungsgraden. 
Für größere Lieferzahlen sind höhere Wirkungsgrade 
zu erwarten. Der Kompressibilitätseinfluß ist in ge- 
wissen Bereichen der Kennlinie gering, er zeigt sich 
im wesentlichen im Diffusor. Bei größerer Lieferzahl 
bricht die auffallend flache Kennlinie plötzlich ab, 
wird instabil. Die Arbeit behandelt dieses bisher wenig 
beachtete Gebiet der Strömungsmaschinen außer- 
ordentlich gründlich und regt Erweiterungen der 
Fragestellung an, für welche sie zahlreiche Hinweise 
gibt. 


Frankenthal/Pfalz W. RICHTER 


E. Muschelknautz, Theoretische und experi- 
mentelle Untersuchungen über die Druck- 
verluste pneumatischer Förderleitungen un- 
ter besonderer Berücksichtigung des Ein- 
flusses von Gutreibung und Gutgewicht. 
(VDI-Forschungsheft 476.) 32 S. m. 31 Abb. u. 
4 Tafeln. Düsseldorf 1959. VDI-Verlag. Preis brosch. 
DM 27,75. 


Die pneumatische Förderung von körnigem -Gut 
in Rohren wird in der Technik schon lange ange- 
wendet. Die zunächst auf Empirie gegründeten Aus- 
legungen solcher Einrichtungen wurden durch die 
1924 veröffentlichte Dissertation von GAsTERSTÄDT 
in Zusammenhang mit den Rechenverfahren der 
Mechanik und Strömungslehre gebracht. GAsTER- 
STÄDT sowie die große Zahl nachfolgender Bearbeiter 
haben sich bemüht, ähnlich wie beim Durchfließen 
der Rohre mit homogenen Flüssigkeiten, einen 
dimensionslosen Verlustbeiwert für den Druckabfall 
zu bestimmen, der abhängig von dimensionslosen 
Ahnlichkeitskennzahlen ist. 


s Während bei der Rohrströmung von homogenen 
Flüssigkeiten der stationäre Gleichgewichtszustand 
sich nur zwischen der Druckkraft in Fließrichtung 
und der Wandreibung ausbildet, sind am pneumati- 
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der Vanguard eingehend das Problem Iehandeh 
 Seteclliten zul seine vorkersesiimmte Bahn zu brir- 


u mit modernen 
D: Dasvwzz (Bemerkungen zur allgeme Theorie 
der Planstsubaknen). Scalieblich Ichandeit C. GEAEF- 


Bızzzorrschen Tuesrie der Gravitation. 
Dieser Band ist zweifellos geeignet, dem in der Ein- 
a Zweck des Ermposiums zu dienen, 
Methemztiker und Ph er anf die in den 
letzten Dekaden erzielten beträchtlichen Fortschritte 
aufmerksam zu machen. 
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G. Tzirıss 


rechnung bestimmter 

der Höhenstrahlung auftreten. 

Der Beterent fand bei der Durchsicht des Berichtes 

viele Druckfehler. Außerdem ist die Wiedergabe der 
Schließlich 


das ohne weiteres genau 
Außerdem ist die Kurve auf Seite 212 bei s/B, = 0 
falsch gezeichnet. Diese Beanstandungen vermindern 
den Wert des Berichtes jedoch nicht; er kann dem 
Arbeiter auf dem Gebiet der Mechanik manche An- 
regung und Information geben. 


Dresden/Berlin A. WEIGAND 


B.Beyer, Kinematisch-getriebedynamisches 
Praktikum. Lehr- und Übungsbuch zur grapho- 
dynamischen Analyse ebener Getriebe. vIl + 
170 8. m. 125 Abb. Berlin/Göttingen/Heidelberg 1960. 
Springer-Verlag. Preis geb. 29,40 DM. 


Der Verfasser hat seinen beiden früher erschienenen 
Büchern „.‚Kinematisch-getriebeanalytisches Prakti- 
kum“ und „‚Kinematische Getriebesynthese“ das neu 
erschienene Werk hinzugefügt. um zu zeigen, wie der 
Entwurf eines Getriebes hinsichtlich der auftretenden 
Kraft- und Massenwirkungen überprüft werden kann. 
Dazu sind die in den Gelenken auftretenden Gelenk- 
und Führungskräfte im Bahmen der WITTESBAUEB- 
schen Grundaufgabe zu ermitteln, wenn die auf das 
Getriebe von außen wirkenden Kräfte, die Wider- 
standskräfte und die Verteilung der Massen gegeben 
sind. Die Größe der in das Getriebe einzuleitenden 
Antriebskraft, die bei vorgeschriebener Drehzahl des 
Antriebszliedes einen bestimmten Beschleunigungs- 
zustand hervorruft, wird nach der sog. 2. WIrTeEx- 
savzeschen Grundaufgabe festzelegt. Das Buch be- 


Getriebe. Die Bedeutung der Kraft- und Massen- 
reduktion wird dargelegt und die Aufstellung gra- 
phisch-dynamischer Kräftepläne besonders betont. 


‚Nur wenige Grundlagen der Vektorrechnung werden 


vorausgesetzt, so daß eine anschauliche, beinahe ele- tisch bei der rbeitung & 

Be Darstellung des für die Konstruktion von bleme fehlen sollte. : = «it 

Getrieben bedeutsamen Stoffgebietes möglich ist. Dresden nie 
Die besprochenen und angezeigten Bücher sind durch den Buchhandel zu beziehen. Er 


EINGEGANGENE BÜCHER 


Bei der Schriftleitung sind folgende Bücher eingegangen (ausführliche Besprechung bleibt vorbehalten). 


C. Jacob, Introduction Mathematique & la 
Me&canique des Fluides. 12868. m. 258 Abb. 
Paris 1959. Gauthier-Villars. Preis geb. $ 10,—. 


M.Z. v. Kryzwoblocki, Bergman’s Linear In- 
tegral Operator Method in the Theory of Com- 
pressible Fluid Flow. X + 1888. m. 3 Abb. 
Wien 1960. Springer-Verlag. Preis geb. DM 52,—. 


Information Processing. Proceedings of the 
International Conference on Information Processing, 
UNESCO, Paris 15—20 June 1959. 520 8. München 
1960. Oldenbourg Verlag GmbH. Preis geb. DM 84,— 


W. Maak, Differential- und Integralrech- 
nung. 2. Aufl. 3768. m. 14 Abb. Göttingen 1960. 
Vandenhoeck & Ruprecht. Preis geb. DM 26,—. 


E. Schmidt, Einführung in die Technische 
Thermodynamik und in die Grundlagen der 
chemischen Thermodynamik. 8. Aufl. XX + 
543 S. m. 244 Abb., 69 Tabellen u. 3 Tafeln. Berlin/ 
Göttingen/Heidelberg 1960. Springer-Verlag. Preis. 
geb. DM 33,—. 


F. L. Alt, Advances in Computers, Vol. 1. 
X + 3168. New York/London 1960. Academic 


Press. Preis geb. $ 10,—. 


G. Hoheisel, Gewöhnliche Differentialglei- 
chungen. (Sammlung Göschen, Band 920) 6. Aufl. 
1288. Berlin 1960. Walter de Gruyter & Co. Preis 
brosch. DM 3,60. 


6. Hoheisel, Partielle Differentialgleichun- 
gen. (Sammlung Göschen, Band 1003) 4. Aufl. 130 8. 
Berlin 1960. Walter de Gruyter & Co. Preis brosch. 
DM 3,60. 


W. Stampf, Der durchlaufende Bogenträger 
auf elastischen Stützen mit und ohne Ver- 
steifungsträger. VIII + 196 8.. m. 206 Abb. u. 
2 Tafeln. Berlin/Göttingen/Heidelberg 1960. Sprin- 
ger-Verlag. Preis geb. DM. 37,50. 


0. Tietjens, Strömungslehre. Physikalische 
Grundlagen vom technischen Standpunkt. Band IT: 
Hydro- und Aerostatik. Bewegung der idealen 
Flüssigkeit. XVI + 536 8. m. 496 Abb. Berlin/Göt- 
tingen/Heidelberg 1960. Springer-Verlag. Preis geb, 
DM 66,—. 


Herausgeber und Hauptschriftleiter: Prof, Dr.-Ing. habil. H. Heinrich, Dresden A 2 
GmbH, Berlin W 8, Leipziger Straße 3-4; Fernsprecher: 220441, ee ns 
Die Zeitschrift für Angewandte Mathematik und Mechanik erscheint monatlich 
Bestellgeld. Doppelheft DM 10,—. Abbestellungen können nur bis 4 Wochen vor Qu 
folgende Quartal noch geliefert. Veröffentlicht unter Lizenznummer ZLN 5011 des Minis 
Gesamtherstellung: VEB Druckerei „Lhomas Müntzer‘ 


Diesem Heft liegt ein Prospekt des Springer-Verlages Berlin bei. 


schränkt sich auf die Statik und Dynamik ebener 


Er 


>. A 
6. Hellwig, Partielle Differentialgleichun- 
gen. 246 8. m. 35 Abb. Stuttgart 1960. B. G. Teub- 
ner Verlagsgesellschaft. Preis geb. DM 29,80. 
a -,. 
F.M. Henderson, Elliptic- Funetions with 
Complex Arguments. V + 388. m. 80 Bl. Tafeln. 
Ann Arbor 1960. The University of Michigan Press, 
Preis geb. $ 8.00. ) a 


E. Göllnitz/H. Najuch/S. Hösel, Differential-und 
Integralrechnung für die Fachschulen des Ma- 
schinenbaus. 4. Aufl. X + 226 S. m. 143 Abb. Leip- 
zig 1960. Fachbuchverlag. Preis geb. DM 10,80. 


H. Graudenz, Momenten-Einflußzahlen für 
Durchlaufträger mit beliebigen Stützweiten. 
3. Aufl. IV + 908. m. 14 Abb. u. 80 Zahlentafeln. 
Berlin/Göttingen/Heidelberg 1960. Springer-Verlag. 
Preis brosch. DM 7,50. 


6. Meyer, Elektronische Rechenmaschinen 
und ihr Einsatz in der kaufmännischen Verwaltung 
von Industriebetrieben. 154 S. m. 1 Falttafel. Würz- 
burg 1960. Physica-Verlag. 


H.-U. Smoltezyk, Ermittlung eingeschränkt- 
plastischer Verformungen im Sand unter 
Flachfundamenten. 110S. m. 52 Abb. u. 4 Ta- 
bellen. Berlin 1960. Verlag Wilhelm Ernst & Sohn. 
Preis brosch. DM 16,80. 


Combinatorial Analysis. (Proceedings of the 
Symposia in Applied Mathematies, Vol. 10) VI-+ 
3118. Providence, Rhode Island, 1960. American 
Mathematical Society. Preis geb. $ 7.70. 


BERICHTIGUNG 


Zu R. Reißig, Ein Kriterium für asymptotische 
Stabilität, ZAMM 40 (1960), S. 94—99 


. Nach einer Mitteilung des Verfassers soll auf S. 94 
in Zeile9 von unten 


„positiv-semidefinite Funktion U(«, t)“ 
durch 
„negativ-semidefinite Funktion — U(x, t)“ 


ersetzt werden. H: 


7, Friedrich-Hegel-Str. 31. Verlag: Akademie-Verlag 
ı 36021. Bestellnummer dieses Heftes; 1009/40/10-11. 
Bezugspreis: vierteljährlich DM 15,—. Zuzüglich 


steriums für Kultur Hauptverwaltung Verlagswesen. 
Bad Langensalza (V/12/6) (1). Printed in Germany. Rn 


u. 


RETTEN U ON RL CHEN VAN 


" ALEXANDER GELEJI 


Bildsame Formung der Metalle 


in Rechnung und Versuch 


1960. X, 754 Seiten — 764 Abbildungen — 70 Tabellen — gr. 8° — Tedern DM 88,— 


Der Verfasser zeigt in diesem Werk, wie man die auftretenden Kräfte und den Werk- 
stoff-Fluß bei der bildsamen Formung der Metalle durch Versuch und Rechnung er- 
fassen kann. Die verschiedenen Venen ereöslchrege Stauchen, Schmieden, Pressen, 
Walzen, Stangen- und Drahtziehen, Strang- und Rohrpressen, Preßlochverfahren, 
Schmieden im Gesenk, Blechtiefziehen usw. werden vom RER der oben ange- 
gebenen Zielsetzung aus behandelt und die Ergebnisse mit zahlreichen neuen Versuchs- 
ergebnissen unterstützt. Die theoretische und die experimentelle Klärung der einzelnen 
Verformungsverfahren bzw. Formänderungsvorgänge werden überall mit praktischen 
Beispielen ergänzt, auch wird die richtige Anwendung der ausgearbeiteten Rechnungs- 
verfahren gezeigt. Das Buch ist auf Grund der langjährigen praktischen, experimen- 
tellen und theoretischen Arbeiten des Verfassers entstanden und für den Ingenieur in 


Forschung und Praxis bestimmt. 


- Bestellungen durch eine Buchhandlung erbeten 


Bremen MI IE... UV E SR’ LESA.6G .°%.BSENR L IN 


& Theorie 


mann CAUER 


8 


der linearen 1 Wer 


* Aundem Nachlaß hergeben vn st 
ae Band. 


tungen“ din Abschluß des re 2 
der Schwachstromtechnik. der exakten n 
5 Zune Ken, hat den I. Band zu einem a ee 


a ee 


| Alchin dem II. Band zeigt Cauer dem Ingenieur den Weg zur a 
Lösung von Aufgaben der Hochfrequenztechnik durch mu athem 
wesentlichen werden Verstärkerprobleme und daran : 

_ etwa die Einschwingvorgänge bei Trägerfrequenz-In \ fr 
nahmen ist die Originalfassung gebracht. Der Tnhalı 1 Br r. Evi 
Kapitels ‚‚Impulsverdichtung“—dieihm z deliegen enCa ‚wer sr € - 
von Prof. Guillemin (Mass. Inst. of a zen its time“ 
in der letzten Zeit immer größere technische Bedeutung erlangt. Die K 
Integral“ und ‚‚Interpolationsprobleme“ enthalten wichtige n 
sowie Beispiele für ihre Anwendung. Abschließend ist die unter Omen 
ne Dissertation von Prof. Dr.-Ing. Naita Ming (Peking) über die cksis 
Verluste von Spulen und Kondensatoren i in den II. Band aufgenommen. 


Noch lieferbar: Band I x & v7 wi 
Aus dem Nachlaß ergänzt von Wilhelm Klein und Franz M. Pelz | 
Zweite, verbesserte Auflage 


1954. XXIV, 769 Seiten — 461 Abbildungen —1 Kunstruckablildung — — gr.8° — 
Ganzleinen DM 48,— 


Bestellungen durch eine Buchhandlung erbeten 


